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AVERTISSEMENT. 


Cet ouvrage , clestin^ h faire suite au Resume ties Lcfons sur 
le Calcul infinitesimal , offrira les applications dc ce calcul a la 
geometric. 11 sera clivisc en trois volumes, clont les deux premiers 
comprendront celles des applications gcom6triques du calcul 
difFerentrel ct -du calcul integral qui sont relatives a la premiere 
annee du Cours d’analyse de l'Ecolc royalc poJytechniquc. Je 
publie aujourd’hui le premier volume, qui renferme Jes principales 
applications du calcul differential. Dans la solution des differens 
probJemes, j’ai cherche a concilier la r/gueur des demonstrations 
aycc la simplicite des methodes. Lorsqu’on fait usage de coor- 
donnees rectilignes, soit rectangulaires , soit obliques, fun des 
principaux moyens d’abreger les calculs consiste a resoudre les 
questions proposees a faide de formuJes dont chacune exprime 
f^galite de plusreurs fractions qui soient des fonctions semblables 
ou des fonctions symetriques des trois coordonnees. L’utilite 
de ces formuJes se fait remarquer meme dans Jes applications de 
1'analyse algebrique aux problemes qui concernent la Jigne droitc 
et le plan. Cest ce que l’on reconnaitra sans peine en jetant Jes 
yeux sur les Preliminaires places en tete de f ouvrage. 

On trouvera dans la neuvieme, la vingt-unieme et la vingt- 
deuxi&me Let^on, une nouvelle theorie des contacts des courbes et 

Ofinw'es dc c, — S. II, l. V* ' ^ 




AVER'I' IS SEME NT. 


cl es surfaces coitrbes, qui a 1’avantage do reposer sur des definitions 
independantes du s)stemc do eooidonnccs quo I’on adoptc^et 
do presenter on memo temps unc idee tres-netto du rapprochement 
plus ou moms considerable dc deux courbcs ou do deux surfaces 
qui oni ontre olios un contact d’un ordro plus oil moins cieve. 


Du restc , on composant cot ouvrago , j’ai mis a profit los 
travaux des geometros qui oni eerir stir le memo sujot , ainsi quo 
les ‘lit micros do MM. Ampkrh ot Coruous. Jo dois a oo dernior, 
entro autres choscs, la definition <[tio j’ai donnec, dans la dix 
septicinc 1 .09011 , du rayon do courburc d’unc courbc quctconquo; 
ol cost dap res scs conscils quo j’ai place la thdorio du ccrcjo 
osculatcur avant cello des contacts des divers ordres. 
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APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL 

A LA GEOMETRIE. 


PRELIMINARIES. 

nnvuB »» Qm:r.QURS ponnm.ss uk nfiouftTitii! analytic}! u. 


Avan l d’exposer los applications geometriques du (Jalcul inflnite- 
simal, il sera fort u Li I o cPetablir quclques notions ot quclques foi - 
mnles prelim inaircs : tel csl Pobjcl do n L nous allons d’abord nous 
ocouper. 

Nous clclcrminerons ordinaircinent la position d’un point dans 
I’espacc ii Paide do trois coordonndes rectiligncs x, y, z, relatives ii 
trois axes dos x, des y ot dcs z, passant par Vorigine des coordon- 
neos, ot formes par los intersections mutuelles dos trois plans coor- 
dofwe's des y, z, lies z, x, ot des x, y. Cos coordonnues soront rectan- 
gulmres Jorsquo los trois axes soront pcrpondiculaircs entro oux. 

Nous nominorons axe line droiLe monec par un point quolconque 
do Pespacc, ct prolongce indoflnimonl dans los deux sens; ot nous 
dirons qu’un axe do cette espfcce so iliviso on doux demi-axes abmi- 
Lissant au point quo Pon considero, otdont clnicun se pvolongc inde- 
liniment clans un seul sens. Par consequent, cliacun de cos doux 
demi-axes aura loujours unc direction dolcrininuc. Si Pon considfere 
en particulicr los trois axes des x, y, z , cliacun cPeux sera divise, a 
l’originc, on doux demi-axes, sur Pun desquols sc compteront les 
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roordonnccs positives, Hindis que I’on complera Mir I’liiilre les enor- 
i!oimi'‘i's m'j>’alivi’S. 

D'apres ccs ilc li ii i I i oils , il esl elair qur, si I'oit lienl rumple senle- 
iiiciil (Ins angles i|lii r<‘ n l\*rin cn 1. an plus ‘>oo dej'ivs ( nouvt'Hv di\\- 
sion), deux axes uu deux droili’s, (races de manierc ii sc cnii|)cr, 
eompremlronl, lonjmirs nil re*, imi v deux angles, I’liu aippi, I’ii n I r«» 
ol) I us, lamlis ijiic deux directions mi deux demi-axes, almulissanl 
ii mi | it i in I dmiite, I’ormermil tin seal an;'le, laiildf ai^u, lanlnl olilns. 
Horsqnc deux direelions on deux demi-axes abmilirmil ii deux poinls 
di He mils de. IVspaee, ils sermil, reuses former eulre eux le. memr 
angle (jite lormerairnl deux demi-axes parulleles el prolongrs dans 
les memos sens ii parlir d’un poinl, uiii(|ti(‘. (ada pose, i| lie 

deux direiilioiis formeroul on Ire idles sera (oujoiirs eomplrlcmonl 
determine, id I ’em pourra en dire aiilanl des angles formes par line 
direr, lion aver les demi-axes des cnordiuiiiees positives. 

(Iiiiieevuns maiiilciiaiil que, par un poinl <) pris ii volonle dans IVs- 
paee, on ail mene deux demi-axes OA, OH, el q ii’tni rayon moliile, 
il’une longueur iudelinie, almulissanl an poinl. 0, loiirne, dans le 
plan de res deux demi-axes, aver uu moiivemenl de rolalion eu verlu 
dui|ind il deceive I’angle A ( > H , en passanl. de la position OA ii la pnsi- 
( inn OH. Su pposoiis de plus quo, par le poinl O, on ail eleve un 
Iroisieme demi-axe siltie lines (III plan OAH. Un speelaleur q ti i pnsera 
les pieds stir le plan, de maniere it s’appuyer coulee le demi-axe, 
verra le rayon veeleur se mouvoir, eu passant devanl Ini, de sa droile 
a sa gauche on de sa ganolie ii sa droile, re que nous exprimerons 
mi (lisniil. que le moiivemenl de rolalion a lieu de thoitc a {’Wtr/te on 
de gtUH'lic a tlroita (' ). On doil oliserver, an resle, <| tie, si par le 
poinl 0 on elevail ii la I'ois deux demi-axes sillies, le premier d’liii 
cole dll plan, le second de I'aulre cole, le iiieme moiivemenl de rola- 

0) U limyon quo turns iini|iloyiitis in, ol Vi I'nltlo dtiquol on distillate) fur.llomonl Ins 
ilnu\ ospfnJOH do motivomonts do rotation quo pool prondro uu plan lountimt sin- ltd- 
mriino tut lour d'uii point, domio, ost coliii doul iM. Ainporo u lull usnpo duns lit T/n’orw dr 
I’litrclrwitd dj namiifim. 
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(ion parin' trail s’cflceluer aulour de I’un do cos domi-axes do droite ii 
gauche, <>t aulour clc l’autrc do gauche a droite. 

Coqsidei'ons ii present un angle soiitle Iriedro <j n i ail pour a roles 
frois domi-axes, OA, OH, (T(i, ahoLi Lissan L an point 0; cl concovons 
tf u’un rayon mobile, d’tine longueur inddtime, menu par In point 0, 
lasso le tout' do l’anglo solide on s’appliquant suecossivoment sur los 
trois faces AOB, HOC, COA. Son mouvoinenl do rotation sur cheque 
/'ace sera un mouveniont de rota I ion do droilo, ii gauche, on do gaueho 
a droile aulour de I’arcto situeo hors du plan de eeflo face. Do plus, 
il est facile tie voir quo I os trois inouvenients sur les trois faces soront 
do memo espece. Supposnns, par exoinple, quo los trois demi-axos 
dont il s’agiL so roduiscnl aux demi-axos des ooordonnees positives 
ot coincident avec les directions OX, OY, OZ. Si la disposition do cc< 
domi-axes est colie quo Ton adoplo lo, p/as ordinai rein out, los trois 
iiioiivomonls de rotation aurout lieu do. droite ii gauche aulour do cos 
trois domi-axes, lorsque i e rayon mobile, on faisantlc Lour do I’anglo 
solido, passora suecossivoment de la position OX ii la position OY, ol 
do eelle-ei a la position OZ. Si lo domi-axe dos - positives ('tail (rans- 
porle do I’aulro cote du plan dos x , /, alors los mouvoinenls do rota- 
tion de droite ii gauche auraienl lieu dans lo cas oil lo rayon mobile 
premlrail sticeossivoinenl les trois positions 

ox, oz, TTY, 

pour revenir ensuile diroctomcnt do la position OY Si la position OX. 

Alin de biou distingnor les deux espeoo.s do niouveinonls quo pent 
prendre un rayon mobile assujetli ii passer par I'origine olii pareourir 
siiccessivemctU les trois faces de I’anglo solido OXYZ, nous d irons 
(pie ce rayon mobile a, dans cliacun dos plans coordoimos, un mouve- 
ment direct de rotation, s’il passo siiecessivement do la position OX a 
la position OY, et de ccllo-ci ii la position OZ. Nous dirons, dans lo 
cas contraire, quo le memo rayon vectour a un mouveniont do rota- 
tion retrograde. Kn consequence, si Ton adoplo la disposition la plus 
ordinaire pour les demi-axos des coordonnecs positives, les moiive- 
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luenls directs d(i rotation aulour do nos domi-axos anrmil lieu do 
droilo a gauche, ol 1 os mouvcmcnls retrogrades do gauche ii droilo. 

Nous appliquorons los memos denominations aux deux ospeees do 
mouvomonls quo pout prendre un rayon voolour mnliilo on tounianl 
aulour d’li n point do maniiiro ii purcourtr sueeessivemenl los Irois 
laces d’li n angle solido quoleonquo; ol quand lo mmivoniout do ro In- 
lion dn rayon voolour sur cliaquo face aura lion do droilo a gauche 
aulour do Parole silude hors do collo laoo, oo mouvotnonl sora nomine 
direct ou retrograde, suivanl quo los mouvomonls do rolalion dos plans 
cnnrdonncs, lournanl do droilo a gauche aulour dos domi-axos OX, 
OY, m, so roll l eux-memes dirools ou retrogrades. 

Uno droilo All, mo not) (Pun point A suppose lixo ii un point. It sup- 
pose mobile, sora gdnoralemonl designee sous lo mini de rayon nee- 
tear. Nommons It eo rayon voolour, 


‘^’o» y& i -u 


los eoordounoos du poiul A; 
cellos du point It ; el 




.)> » 


a, b, c 


los angles loriuos par la direction Alt avoo los domi-axos dos eoordon- 
ndos positives; 

tc — a, t x~ b, 7t — e. 


soronl los angles formes par lo memo rayon voolour avoo l(>s domi-axos 
dos ooordonnoos negatives. Do plus, la projection orl/iogona/e du rayon 
voolour sur Paxo dos as sora 6galc, d’apros un theoreme oonnu do Tri- 
gonometric, au produit do oo rayon voolour par lo oosinus do Panglo 
aigu qu’il forme avoo Paxo dos ,v prolonge dans un corlain sons. Cello 
projection so Irouvoru done represented : si Panglo a osl aigu, par lo 
produit 

Ucosff, 

olsi Panglo a ost oblus, par lo produit 


llCOS(7T — «)=- — Rcoscr, 



PltliLlMI NA IRES. !!> 

oVst-ii-dire, dans lt>s deux cas, par la valour mimoriqiip du prmltiil 

It coso. 


II esl tl’ai Hours evident : r" quo. Ifi rayon voelour projolo, si on Ini 
domic pour origino la projection du point A, sera dingo dans !<• sons 
dos.r positives on dans lo sons dos.r negatives, suivanl quo Dangle a 
sera aigu on oblus; u° quo le produil Iteosrt sera posilil' dans lo pre- 
mier eas, nogalif dans le second. Done le produil Iteosrt sera equi- 
valenl a la projection du rayon voelour It stir I’axo ties ,r, prise avoo 
le signe + on avee le signe — , suivant quo eelle projection sera 
dirigee dans le sons des x positives on dans le sons des x negatives. 

Do memo, 1(1$ pt'odui Is Rons/;, Rcose se.roul rcspoclivoinonf egaux 
aux projections orlliogonalos du rayon veeteur It sur les axes des y 
et s, prises tantiil avee le signe -i-, (anlol avee lo signe suivant 
([lie ohaeune do ees projections sera dirigee dans le sens des enor- 
donnees positives oil negatives. 

Kes trois projections orlliogonalos du rayon voelour, prises aver 
les sign os quo. nous venous d’imliquer, sent on quo nous appelle- 
rons desormais ses projections algebritfues sur les axes des x, des y 
et des 5 :; elles sent, on vortu de, ee qui precede, equivalenles aux 
Irois prod nits 

Iteosrt, It cos/;, It cose. 

I)e plus, il os L facile do s’assurer qu’ollos sent respcetivemenl egales 
aux trois difteronees 

x y z c 0 » 

quantl les axes des eoordonnees seront perpendiculaires enlre eux. 
On aura done alors 

( 1 ) x — .» 0 It eosa, y — It cos a — j 0 It cose. 

ISnlin, coniine lo rayon veeteur el ses projections orthogonales repre- 
sent(>nt la diagonale olios aretes d’un parallelepipode roctangle, le 
eavre du rayon veeteur sera equivalent il la sommo des earros des 
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fi’ois projections, el, run an fit encore, dans Di v|h> 1 hi’sc* admisi’, 
CO K a (.i* •-.<•,)* i O' .) u) J i - O s,.V J 

(Ml 

c*) li - ((■•»' I (/ y„y I (3 C=„)'p. 

<’(‘la pose, (mi lirera des rquaf ions ( 1 ) 



(iOStf 

" H 


- ,t\ 





1 ( ,r «■„)» 

1 (y - r»y i 


a .)'! 1 

uo 

c.osft 

y ,r. 1 

n 

l(.e ■'■.)* 

•,)'» 

1 (.)■• .)■»)* 1 

(» 

*%>T 



G Gn 

it 

« 

5 "a 




i 

!(•'• .**. y 

1 O' ,n) ,J 1 

( * 

~»y r' 

el, par suite, 






(••>) 


cos* 

<t l cos 2 A ] 

1‘osV 1. 




f-«'s Equations (/|) snllisenl pour delerminer les audios a, />, r, pn,. 

l(M'ino avce les denii-axes ties roordormees positives lo rayon verlenr 

O (') an poinl HI),, s ,/oiivoni e/re 

remplaeeos pur (a sonic fornuilo 


II. 


(i>) f •''» ,r -.i'll . 5 ?„ 

cosn <iiisA* Coso 

Qitanl ii la I'ommlo («), olio exprime la relation qui oxislo lonjoiirs 
•mire lew trois angles quo loriPe tmo drnile prolong,'.,, dans 
(pioloonquo avoc. les domt-axos das coordonneos posilives. 

Supposons i. present qu’au point (, W „ «.) „„ sul.sliim. I’origiuo 
memedes coordonneos. Si Con designe par ,• le ravou verteur mono 
do calto origin,, au point (.r,. r , a ) el par «, p, y les angles (J i.o lor.,.,, 
oe rayon vcclour area les demi-axes des coordonneos positives, les 

( l ) Nous in(]i(|u<ir(iim souvoiil (os points, commo nous lo fuisous ioi a r, 01.. 1, 1 
ooordonndoH miftnndos ontro rtoox pnronilitojos. O'liolminltik »n««t „ 

«»’(»» »» anrfnooH c»„rta ,,, r JL ZZoZ U * * 
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formulas ( i), (a), (/| ) sc lr<Miv<*rnnl, reniplarens pm* Ics stiivanles 


(7) 

,r r y r\ m > s |3, 

s /’rosy. 

(») 

/■ (.r* I-/* -1-3*)!, 


<|0 

(’OS OL COS (3 

cosy y 


n|. I'oti aura encore, mitre Ins angles «, [}, y, la rnlalion 
(n») ensV l cos’fi-l oos*y i. 

Si In point (A) rsl silue dans le plnn des iv, r, on aura s - • o, el les 
e<|ualinns (8), (<)) devieudrnnl 

(") '• (.<•• i y')\ 

(is) t'.os c/ > cnsfi ■’) cosy o. 

He ]ilns, la formula (i<>) ol.anl aloes reduife a 
(i.'f) eiisV i r.os’fi i, 

on eu Urnra 

(i/i) cos (i 1 \/ 1 ■ ens’et 1 1 sin 

tloncovmis (|iic, dans la memo hvpolluW, mi rayon vccl.eur moliile, 
part sin ( do lit position OX, dans liu|iielle il coinoidail aver le demi-axe 
lies tv posilives, so nieuve aiiLour do I'ori^ine dans le plan des.r, y, 
aver, nil mouvninenl direct, de rnlalion, ol, parvieiine it lit position OA 
si pros lino on |ilusie,nrs revolutions idfeednoos aulour de colic ori^inc. 
Si 1*oii uuiuiuo p I’unglu qn’il aura deceit, cl <|ui pout ctro snporicMii' 
it /(on defers ( tumrMe division), r cl. p soronl cc tpi'mi appollc Ics 
vtionbn tiers polaircs </u point (A). Or, il esl nise de voir {jii'on aura 
Honcralomenl 

a* rros/v, y.-.ruiup, 

iv . y 

coup / : - , Sill /> 


<«»> 

<»l par (sonant] uen I, 
(ifi) 


OKtivres C * S« II, l. V. 
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Si 1 ’on compare ccs dcrniores equations aux form ulus (12), oil on 
con clura 

(17) COS /3 =r cos«, sill/) -- COS jj. 

li ne s’cnsuit pas quo los angles a el [3 soiont nceossaircmonl ogaux ii 
I’angle p et ii son complement : car les angles a et (3 doivont rosier 
inforieursa 200 dogrcs, tandis que l’anglo p pent croHro au del a do 
toute limitc. On doit memo oliservcr qu’li un scul point (A) corres- 
pondent une infinite de valours de p, qui different les uiios dcs autrns 
par dcs multiples du nombro 211. Enfin, ricn n’onipecho d’adniottro 
quo, pour passer de la position OX a la position OA, le rayon vccteur 
mobile a deceit Tangle p, on vertu d’un mouvoment de rotation retro- 
grade, et d’attribucr on consequence ii cet angle une valour negative, 
tandis que les angles a, (3 sonl, cl’apriis les conventions faites, ill's 
quanlites csscntiellcnient positives, comprises enlro les limites o el u. 

Nous allons maintenanl passer on revue quclqucs prohlemos qui so 
resolvent facilenient ii Taide dcs principes ci-dcssus etalilis. 

Pitoiii.ibiR I. — Trouver les equations de la droit e qui passe par le point 
Oo 1 J'« » 5 «)» qui, proton gee dans un certain sens, forme ilvec les detni- 
axes des coordonnees positives les angles a, b , c. 

Solution. — Les equations clicrchccs se Lrouvcnt comprises dans 
une formule que Ton tire des equations (1), savoir : 

( 18 ) ~ x <> — y — y * — 1 — s < > . 

cos a co $b case 

Cette formule exprime que les projections algebriques d’un rayon vec- 
icw , compte sur la droitc cn question, sonl rcspcctivement proporlion- 
nelles aux cosinus des angles formes par ce rayon vccteur avee les demi- 
axes des coordonnees positives. Ellc fournil les trois equations 

(iq) 21^1? - fL7_i2, a — _ a- — a? 0 a? — a?, _ y — y„ 

cost) cose cose cosa ’ cosa cost)"’ 

qui appartiennent aux projections de ia ctroilc sur les trois plans 
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ooordonnds, H. donl la deniioro esl line consdqueiieo tl t’ss deux an (res. 
Do plus, omnine, oil vorlu d’un llidoremn d’Aiialvso (t'oir I’.l tirtfyxr 

(tli>v/>ri(/it<‘, Nolo II, lliem'dine XIV), la I'orinule 
* 

a a 1 tt" 


onlraino loujours la snivanlo 


u if 

e o' 


h v/" ! - 1 I - »**-l . . . 
i/e* i- o'* i- r" J -i- . . . 


on oone.liira do la formtilr (iH) el. do I’eq nation (fi) 


(■>'») 


iV 


cos a 


y \n 

cos h 


v. n 

rose 


«■,)»!(/ /«)* I (■ 


=.)T- 


Dans le second menilirn de e.elXo deniie.ro rornmle, on deyra prel'em* 
le sitfiin -I-, si, e, online on I’a suppose, ]e rayon vor I our, qui I'orine 
aver, los axi's Ins angles a, b, so diriffii dn point (.r IMi )*„, r„) vers le 
poinl (iv, y, z), aUondti qn’ulors oliaonno des Inudions 

,) " ,Vn 3 " 3 tt 
ros// co sb cos ^ * 

sera line quantile positive. On devrail., ait eonlraire, prel’erer le 
signo •• , si le rayon vor.tonr dlnil. rouse diri^d dn point (.v,y,s) 
ve.rs le poinl. -o ) • Dans !e preinier eas, oil I’en ndojile !o 

sipjue I-, Ja ronnulo (no) r.omeitlo evideniiueul aver I’equalimi ((i). 

dorollairv. Dorsque le point (a? 0 , 3„) e.st remplaod par I’ori- 

gino des eoorilonnees, los formules ((H) et(ij)) so rdduisunl ii 

,r y 3 

nosy cos (i rosy 1 

y s o _ ,r •?' 

c.osfi "cosy cosy cos<z’ cos« cos(3 

plus, on supposed y. on eosy • o, la droite elierehno 


( a| ) 

(»■») 

Si, de 
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serai t comprise dans le plan des x, y, et les equations (32) donno- 
raient 

cos3 

( 33 ) .3 = 0, y — — — x — x lnng'/j = it x lang«. 

v ’ J cos« n 

Paom.KMK II. — Trouver V angle compels entre deux rayons rec lours, 
traces dans le plan des x, y, el mends de V origin?, le premier an point 
(x 0 ,y„), le second au point (x,y)\ ainsi que la surface du triangle 
renferme entre ces monies rayons vec tours. 

Solution, — Soient A, B les deux points quo l’on considbro, cl 0 
Torigine des coordonnees. Soient, cn outre, />„, r 0 les coordonnees 
polaires du point A, ct p, r celles du point B. Designons par a fl cl a 
les angles quo les rayons vccteurs OA, OB Torment avee le demi-axe 
des a? positives, et par{J„, (3 les angles qu’ils form on ( avec le demi-axe 
des y positives. Enfm commons 8 Tangle AOB compris on Ire les deux 
rayons vccteurs. U11 rayon vectcur mobile qui decrirail cel angle, ne- 
ccssaircmenl infcricur 11 200 dogres, on passant dircclcmenl de la 
position OA ii la position OB, aurait evidemment dans Io plan des x,y 
un mouvemenl do rotation determine 1 , ou direct, ou retrograde. Ola 
pose, concevons quo le rayon vectcur mobile, avanl de parvonir ii la 
position OA, aildccrit, avec un mouvemenl de rotation direct, et on 
part ant do la position OX, un angle quelconque, qui pourra sur- 
passer la sommo de qualrc angles droits : col angle sera Tune des 
valours qu’il cst permis d’attribuer a la coordonnee polaire De 
plus, si, en passant de la position OA ii la position OB, le rayon vee- 
tcur continue de sc mouvoir dans le memo sons, 1 ’angle p 0 -ri 8 , 
qu’il aura decrit quand il sera parvenu a la position OB, sera Tune 
des valours qu’il est permis d’attribucr h la coordonnee polaire p. On 
aura done, dans cette hypothesc, 

l 2 -i) /) = /]„+ 3 , 

Au con Ira ire, si, pour revenir de la position OA a la position OB, le 
rayon vectcur est oblige de prendre un mouvemenl do rotation retro- 



mu': 1 . 1 , Ml NA I IlKS. a 

jfraili', I’ tics valoni'h tie p situ ovidoitiinonl 

( <’•) /> p» <»• 

Dour, (nil' anile, on poitiTa sii)i|)usi*r 

('<>) /' p, i 1 

le si^ne i- on lr si^no tlovsnil rln* prolrro, snivanl quo lo moiivo-- 
inoiil il<< rolalion iI'iiii rayon vorlonr moliilo, passan ( do hi jioM'lion O A 
it la 1 1 o s i I i o 1 1 OH, do nnmii'i’o ii ilrrri n* I *:i n;<Ir < > A 1 1 , sera un inotive- 
iiiotil ilirool on rolm^i'iulo. Or on lim a do la Inninile ( '.*.( 1 ) 


( r/) rnsti ohm (/< /»„) on*./',, cos/i I siii/*,, sin/i, 

( i?0 1 Mini) «.in (// /)„) oos/)|,sin/i ooR/),sin/)„, 

o|, oninino on aura d’ailloni's, on vorln lies i'tirnnilos ( 1 7), 


I oil 


| Ollli /) OOMO, Mlll/l ffisp, 

I OOM/I,, t’OS wt„, Mill/),, OOMj'),„ 


mi Irotivoi’a dellniliveiiienl 


(,li)) OOM) OOMCIji I'OMjX j I’tlMji,, laiHj'i, 

(.111 1 mJiid OIISM,, oos'ti oils.'/ cos (•)„. 

Si, ii la |daoo do* Jtiniiiiln* (•>;)), on siilislifuail les siiivnnlcs 


(la) 

los ei| nations (’Jo) 
(.U) 

( I '. ) 


1 •'"**/< 

sin // 

Y 

) 

r 

( 

i >»'.♦ 

sin/),. 

Vo 

1 vns/J,, » 

* II 

/’u 

1 { 'Ii ) deviondniieiil res 

poriivnurni 


• 0,1 .)• i y„y 


ni*« 


1 

» sin 0 

• l',i, V 0 | „ 


0,1 0 



II Millil do n*o.ouri)’ ii l'oi|tiulion (.'Jo) 011 ii I 1 01) mil ion (iJ.'J) pmir dnlrr- 

III i 11 or I'an^le 0, qni osi onitso lotijn urs posilil ol inlorionr ii it. Qnanl 
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ii la surface dii triangle compels ontre les rayons voctours /«, r, olio 
sera, d’apres un theoreme conmi do Trigonometric, <sqn ivalon 1 1 » ii la 
moilic du produil 

(35) /■„ rsino — ± (a.' 0 j — 

II cst cssentiel ((’observer (fue la difference <r 0 y — xy { , dovra elro, 
dans lc second mombre de la formulo (35), affecldo du memo signe 
quo I’angle S dans le second mombre de liquation ( 26 ). Par suit(', 
1 ’ expression 

( 3G ) . “ ay'o) 

represontera la surface du triangle OAB ou la me me surface, prise on 
signe, conlrairc, suivanl quo le mouvemenl do rotation d’un rayon 
vcclcur mobile, passant do la position OA ii la position OB, sera 
direct ou retrograde. ’ 

Corollaire I. — Lorsque les rayons voctours OA, (VB font parti r 
d’unc mfinic droite, on a 

( 3 7) 5 = o on o--7T, ct sin 5 = 0 . 

Alors on lire ties equations ( 28 ), (3i) et (3/| ), 

( 38 ) lang/i — tong/? 0) 

^ ^ cos« _ cos (3 i/cds^-i- cos 2 (3 , 

co"s« 0 ’ cos p, ' — ^co 8 i « 0 Vcos‘ 2 ^ " ~ ' ’ 

(4o) 5. 

Jo r » 

Les doubles signes quo renferment les formulcs (3 q) et (/pi) doivent 
se reduire au signe ■+■, lorsque les rayons voctours /■„, /• soul dirigos 
dans le memo sens, ct au signe — , lorsque cos rayons voctours soul 
diriges en sens contraires. 

Corollaire II. - Lorsque les rayons voctours OA, OB sont porpon- 
diculaircs ontre eux, on a 

d=- 


(40 


et cos8 = o. 



IMUiUMINAlIUiS. 

Alnrs on lire de> 

i rornmles (-Ay), (’.'Jo > el, {X\) 

(4a) 

i i liiiitf/* tatipr/io <>, 

(/el) 

ciis« () cos« i e, os (3,, nos (3 

(44) 

■'I'u i y»y (». 


Ces I mis dernieres i'«i| tia( ions pouven! nlre lainlenienl Irnnsforniee.h 
I’u m> ilims I’aulm. 


Pimm.ftMK III, Troinrr !' tingle eotnpris entre deux rayons rerleitrs 

Irtiees duns I'espure, el inenes de f'origine, le premier mi point (,r # , , r. n '>, 
le. strand nit point (<v,y, s); < tin si t/tte lu surf iter dtt triangle J'onne par 
res ntt'tnes rayons reeteurs. 

Solution. Snt i*n I I oiijmirs A i'l, II Ins deux points (|iii‘ I’imi rms 

siiliTi'; /■„, r l(>s rayons veeleurs OA, Oil, cl S Pimple < | u’ i I s roni- 
prr.iinnnl. entre rnx. Soionl encore c/„, p„, y„ ; «, (3, y les angles 
lor i nes par res rayons vcclmirs aver. los demi-axes lies ,r, dcs y el 
des s, prolongs dans In sens dcs imoriloimees posilive.s. linlin, noin- 
nmns It la dislanc.e All. On aura, en verlo des fnrinnle.s dnjii elaldins, 

nosy 

2 II 

(, osy„ ; 

' (I 


usp I- c;usy,i cos 

Dp plus, <l;ms lr Iruin^Ip OA l!, qui w pour ootr s /\ /■„ ol H, Ip r.osmus 
dr o si (pii vnrtu (Tun llirorrinr nomiu tin TpitfonniniHrir) 

p* \ /•} ID I'j'u.r I So 5 

/’« /* / 0 >’ 

p.OH« 0 (ios« U* r,ns(3 0 (jnsfi i~ posy 0 rosy. 


m 


PII HO 


(•VO 


m 


(17) 


/*» 


rose' 


ro«<y u 


■P(i 

! 


•P* I y 1 I 3*i 
'*'1 * P ii ^ » 


ro*(3 

ros(5„ 


,r 

i 

r 

y» 

i 

P.i 


ID ( ,r t O' .^u ) u i O 


- 


i r 


H | r: 


i ,y ( .,r i -oO 

•w\, /■( r os unset i Posfj 0 P' 
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Cette derm ere formule suffit pour determiner Tangle S compvis enlre 
los limite.s o ct tc. On on deduit faeilcmcnt la valour do 

sin5 = \/r^cos*3, 

el Pun trouve 


sino — ^ + /I + ; »> ) t .r- + ,r* + 3* ) — ( jyt- -h y 0 y -+- s 0 j ) s \[ 

r. r 

( 4 9 ) / — — 7 "o)'-l- (•gQ.'P — zx<> Y -f- ( .y„ v — .P/ „ ) 2 I s 

= [(cos |3 0 cosy — cos (3 cosy,) 5 -I- (cosy, cos« — cosy coho',,) 2 

I 

4- ( cos«, cosj3 — cos oc oosj3„) J J a . 

Si main tenant on applique les rayons vecteurs /’ 0 et r par lc sinus do 
Tangle S, on obtiendra le produit 

(50) r,rsmo = [(j«o— J's^y-h (z^x — sx^y + (x,, y — xy „ ) 2 |*, 
dont la moitie, savoir 

{ 01 ) i r 0 r sin o = +• ~ 

reprosentera precisement la surface du triangle OAB. 


d’nnc memo 

droite, on a 

(3;) 

^ 0 ‘ ou o = 7r ct sin 5 = 0. 

Alors on tire do la formule (4o) 

(3a) j'o 

c~/5 0 = o, z 0 x~- zx a =xo, x 0 y — xy o =o, 

(53) 

/ cos(3„cosy — cos(3cosy, = o, 
l cosy, cos a — cosy cos a, = o, 

[ cosa, cos|3 — cos«cos|3o=o 

et, par suite, 


( 54 ) 

& y 

__ /* 

* r « Jo 3 0 Co* 

( 35 ) 

cosor cos (3 _ cosy 

cosa 0 ~ cosp 0 ~~ cosy, 
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Los < I on hh>s signos <j no ronl'oraioul los lonmilos (:V | ) of ( VA) doivonl 
('I re iTin pianos par l( i sitin' i f < i rsif u <■ los rayons voolours /•„, /• soul 
dinars duns In iin'ino sous, ol par i (* sijpte fors«|ii(* its rayons voo- 
lonrs soul dirif'os on sons oonlrairos. 

Corolfai/r II. Lorsijtio los rayons Yrnlmirs OA, OH son! |it*r|U*n- 
(lionlairos on I it mix, on a 

('ii) <) * t'l coso o : 

ol Ton lira do l7‘i|UJilion ('jH ) 

(a(>) i i c n 

on , op (|iii rovioul an iiimuo, 

(.‘17) roscffl r,os» 1 cos (}„ oos (i 1 cosy,, cosy ,0, 

Horiprmpiomoiil, si la o.ondilion (4 7) osl romplie, I'nopdi’ 0 sera drnil, 
i*l los rayons voiionrs /•„, /• soronl. porpondieiiloiros milro mix. 

Cnm/laire III. ■ I, on p rnjrnf-i 0 ns dn lriaiif<lo. OAH stir los plans 
oourdonnos soul rosponlivomonl n^iilcs (roir It* sooond proldi'ino) 
a 11 \ valours iiiiinuriqiins ilos qiniii I i(As 

(as > < 

•i 1 1 1 

(lola poso, il rosiillo dviilmnnionl do la I'onnnlo (Ai) f|iio In surface 
plane OAH rst e‘(//u\ ’tilen/e a la raeine emrer tie la snninte ties mm's 
<!e ses firojer/ions. (In Ihonri'ino olanf ainsi domoiilro pour la snrl’aco 
d’nii l.rianp'li', il sora laoilo do I’olmidiT ii uno siirl’aoo piano quol- 

00lll|l|0. 

Corol/atre IV. (lonsiddrons tnaiiiloiuml doiix domi-axos <|tii, alinn- 
lissanl, non plus it I'ori^ino ilos oonrilonno.os, mais h doux points dil- 
ioronls do I’ospani*, Idrmonl. loujours, avoo losaxos dos ,r , y ol z pro- 
longs duns In sons dos ooordonnous posilivos, dos audios roprosoiilos 
jiar los loUros,a 0 , ($„, y n ; «, [i, y. (los doux domi-axos soronl minus 

4 


ftfi mcci'a ilc C 


s. II, 1. V. 
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former (>iili'(i (Mix le IIH'IIII' angle Inix demi-nxes pii mllr It's rl 

prolongs dans In inonie sons a parlir *l<- l*o rif<i nr dos eoordniiiibes. 
Done., si I'lm nomine 5 Dangle des deux domi-axes |»rc»|ios*rs., on aura 
encore 

^ "(K I cnstf r.os y„ cos y i rosfi,, rosfi i rosy,, rosy 

siuo > | ( rosfi,, cosy cos fi cosy,,)'' I (.rosy,, cos a rosy rosy,, V 

^ i (cosy,, res ji cosy COsf'J,, | 

Si Dangle o sc rt’iluiL a zero on ii ‘.mid degres, Irs deux ilcini-axcs 
1 1 evio ml run I /xtral/rlrx, e.l I’oti aura 

„ „ . cosy c.osfi cosy 

(•»•») i , 'i. 

cosy,, c.osp,, cosy,, 

Ir si^itc t- on Ic signo ilcvaul elm pro fere siiivanl (jiie les ileus 
ilemi-axes scroll I prnlongcs dans le ineiiie sens on on sons eonlraires. 
Si Dangle o so roduil a mi angle droil, on poiirra inonor par Dun dos 
deini-nxos i in plan porpouiliiuilairo ii I'nulri', ol Dim Irouvora 

( r» 7 ) , cos y„ cosy -| rosfi,, cos fi I onsy„ensy o. 

Corolla iiv 1'. Hn s'nppuyanl sur la I'nnnulo ('id), on poul Isieilo- 
nionl (ranslonimr los coord ninnies reolangnlaires ,r, y, c on d’aulros 
coordonnoos reeliingulairos yj, oompldos sur dos axes ijui passonl 
Imijntirs par to poinl. 0 o,t qni, prolmigrs dans lo sons dos ooimlonuoes 
positives, Ibrmenl. respoelivemenl avoo los tloini-axos des.r, y, s pnsi- 
livos le premier los angles a„, [i„, y„, le second les angles a,, fi,,y,. le 
Iroisifmio los angles a 3 , fJ 3 , y 3 . lin ellet, soil loujmirs /• le rayon ver- 
leur mono do 1’origine an poinl, (uj, y, s). On aura 

r' 3 • .!■* \-y* i s- 
5* -i n M 


(%) 



Do plus, los oosinus dos angles (fee ibrmenl, d’unc pari, ce rayon 
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11 

veclcm*, el ilc rimin', le drtn i-iixo «!«>» c; positives, avec les doin i-uxt's 
dcs ,r, y el s positives, elanl I'esperlivemenl 


.<• y z 

r r r 


cosy,,, 


la summit ili>s pnirliiils i|ii’mi ohlienl cm mnlliplianl. ees oosimis deux 
ii deux, suvoir 


( tii * ^ 


.r niH»„ I rcosfi,, i s easy,, 
/ 


rrprrsrnlora | rn vrrlli dr la fornuilr Ii' rosinus dr Pan^lr rom- 
pnsrnlrn In drmi-axr drs !j positives nl Ir rayon vrdeiir t\ (Ir dernier 
rnsiuus pou vanl d’ailleurs ol rr exprimn par Ir rapporl \ on aura 
mMTrtsnirrmrnl 

£ -f ens<y„ -I /rasp,, I -rosy,, 
r r 


el, par suilr, 


(I'M) 


fc .rmscc,, i’/rn>ip ( ,a sens/, 

On Irouvrra dr iiii^mr 

Vi ,rrosc/| l .reosfii i srosyi, 

£ .rraiso'a I .rr.osfi., f 5 rosy** 


|,es (‘ifMiiliims (Cm) snlliscnl pour drlenniner vj, ‘C cii lonelimi* 
ilc ,r, v, 5. el i , eeipn>i|uemenl. On pent v eelianj'ni' les coordon- 
nees £, v), £ aver, les eotirdoimeos ,i\ c, pmirvn <|m> I’on y eeliai^e 
en in erne lemps «, avee fj n , a a avi'i: y„ el avee y,. On Irmiveni de 
relle mnniei'e 

| ,r Jjeosa,, i Sons a,, 

( (>■> ) • r £ cos|'-5„ i fjcosp, t ;eosfJ 9 , 

( 3 £ rosy,, I ncosy, i ?eosy } . 

Knlin, (•online les nouveanx axes lies e.oordonnees soul porpendion- 
I a ires enlre eux’, les.eosinns des audios <|ii*ils lonneiil avoo les axes 
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tic* sc t y, 2 no satisfcront pas soulement aux conditions 

| COS s «g+ COS*^#+ COf> a y 0 -tr I, 

(03 ) \ cos J «,-t- cos*|3,h- cos*/, — i, 

( C05> 3 «,-{- COS j |3j-H COS 8 '/,— 1, 

mais encore aux suivantos : 

| COSO!, COSO's -t- COS)3i COSp s H- COS y | COS/ 2 — o, 

(<ii) - coso',coso' 0 -t- cos(3 2 cos | 3 a -t- eosy 2 cos*/,," o, 

( cosa, cose’i-t- cosPa cosp, + cosy, cosy, =- o. 

On arriverail aux memos conditions en substiluant les valours do £, 
vj, '( donnees par les tommies (Ci i ) dans liquation 

(og) + = 

puis egalant dans les deux mombres les coefficients dos carres ,r*, 
r J , s 2 et des doubles prod u its 2yz, zz.v, •2X\y. Ajoutons quo, a 
1’aide des conditions ( 03 ) et (04), on pent deduire immudiatcincnl 
les fornmles (Oi) des fornmles (O2). 

PnoBLKMK IV. — Tro uver les equations d'un plan passant par le 
pom/ (cv 0 ,y n ,z„) el perpendwulaire a la droile <pd, pro Ion gee dans 
un certain sens, forme , avec les demi-ax.es des coordonndes positives, 
les angles X, p., v. 

Solution. — Soient x, y, z les coordonneos d’un point i|nole,om|iie 
du plan et It le rayon veclour men 6 du point (j ? 0 , y n , z u ) au 
point (x,y,s). Los cosinus des angles quo forme co rayon veclour 
aver, les demi-axes des eoordonnees positives olanl rospoetiveinonl 

■ r — a?, y — y» 5 — 3, 

ii ’ " r ’ "ir -5 

le cosinus do I’angle compris entre ce memo rayon veclour et la droile 
donnee sera [en vertu do la formula (48)] 

(■c jr, ) cos?. 4- (y — v, ) cos p -+- ( 3 — s, ) cos v 
H — 


( 05 ) 
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2 !) 


Do plus, lc rayon vectour U, elant ronfcrme dans lc plan, sera const* 
former un angle droit avec chacune ties lignes perpendiculaires ail 
plan. Done le cosinus ropresenlo par {'expression (G^) sera mil, et 
1’on aura 


(66) (x — .t’ 0 ) cos?, + (y — y 0 ) cos p -+- (z — j 0 ) cosv — n. 

Celle derniero equalion csl cello qu’il s’agissait d'obtnnir. 

Corollairc /. — Represcntons par k la perpendiculaire abaissoe do 
I’originc des coordonncos sur It; plan quo l’nn considere, el suppo- 
sons quo lo.s angles A, | v soienl prccisemenl. ceux quo forme colli* 
perpendiculaire avec les demi-axes des coordonncos positives. Enfln 
dosignons par r lc rayon vectour menc dc I’origine an point (,r, y, 3). 
be cosinus de Tangle aigu compris cnlre eo rayon vectour el la per- 
pendicnlairc k sera evidcmmenl 


.r , r z ,r 003 > -1- y cos/v 3 cosv 

- cos l — cosw -t- - cos v = - — J 

r /■ 1 / /• 


Co memo cosinus pouvant elro exprime par oil aura on consequence 


cl I’on on conclura 


£ eosT. -+- y co sp -+- z c osv __ k 
r r ’ 


( 67 ) x cos 1 -f- y cos (J. -b z cos v = k. 

Telle est la forme sous laquelle so prosente Tequalion du plan quaud 
on v introduil la couslanle k a la place des coordonnecs ,r„, y 0 , c 0 . 
An resle, pour revenir dc l’equation (G7) a la formula (GG), il suflil 
d’aUribuer a x, y, s les valours partipulieres ir 0 , j' 0> puis d’eli- 
miner la eonslante k enlre la formule ainsi oblonuo, savoir 

(68) • Jo cos?, -l- j’o cos pi -1- z B cosv = k, 
el I’oqualion (G7). 
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Corollcure II. — Si 1 ’on fail, pour ahreger, 

cosv 


OK)) 


cos/. . cosp __ ,, 

" v ’ ~T~ - ”* 


A 


C, 


on on conclura, on supposanl loujours la conslanto /' posilivo, 
(;«) 


(70 


/, = 

cos). 

COS/Jt 


y/A r + IP+ C 3 

A 

~ + u j +"g*’ 

n 

“ \/A^D j + C 5 ’ 

U 

COSV — 

v/A ! + IP -1-O 3 

ol la formula. ((>7) doviendra 

{ y ‘2 ) A ,2’ Ilj ~f" (,j ~ 1 t 

Cette dorntere equation est douc cello d’uii plan qui cut po.rpendicu- 
laira an domi-axo trace do iuanio.ro a former, avec lea domi-axos ill's 
eoordonnccs positives, les angles X, p., v determines par les for- 
iiiuics C 7 r), at qui coupe ce denii-axe ii une distance k do I’ongine, 
la valour do k etant donnee par la formula (70). 

Corollaire III. — Si Pon supposait 


<7^ 


eosX _ A eosp I) cosv 

“!>’ ~T~ ~ I)’ ~~ "IT’ 


les formulas (70) ol (71) so trouveraieni remplacces par les suivantos 


( 74 ) 




J) 


y'A-n- IP- 1 -C 5 

cos). = it — — , 

v/A 2 -t- IP-+- (]- 


( 7 ->) 


cosp=±-j=== 


It 


\/a j Ip -i- <p 
(’ 
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linns lesq 1 1 < * I Ics on dovrail prolorar Id signo i on lo sitin' - , siiivanl 
(|nc hi (|tiiinlilo I) MH’iiil pos i I i vc on nogalivn, Do jilns, I’nqiiul.ion ( (17 ), 
rmnoiioo ii In liimio 

( 7 <i) V r- 1 li v 1 Cj I), 

sornil nolle (I ’11 n plan mono par Fox I iv mi (A (In ravim veulour /• ol por- 
pomlioulniro a 00 rayon, quo Foil supposr. Ira on do mimii' 1 i , o ii Ibrmor 
a von los ilnnii-nxes dos ronrdonne.es positives los angles X, u., v. 

Pnom, hit; V. titanl donnes les angles v„, (•{,„ y n , rf a, [i, y, </ue deu.v 
myons rec/rursO A, Oil, nie/ies dr I'origine ttn.e paints A el ii, foiment 
aver les drini-a.ees ties amnion ihts positives, on demnnde les angles 
X, (/., v (/tie forme , aver les mt’nies dcnd-a.ves, la perpendieu/nire OF 
elevee par I'origine stir le plan dn triangle AOH, 

Solution. Ini drnile Ol* dovanl olrn porpoinlioulairn a rliacun dos 
doini-a\os OA, Oil, mi anra | 011 vorln do la Idniiiilo 

( cos:/,, onsA 1 I'Msfj,, oosw. 1 - rosy,, o.nsv < 1 , 

(77) 1 , ,, 

I 0(IK</ ('(IS?, | OOS [5 oosp I (!()Ky OdSV O. 

Do pins, los angles X, j;., v dovronl snlislaire ii I'equalimi do oondilion 
(*;N) nis ,J A i <'ns 2 |j \ i. 

Inis I'nrmnlos ^77 ) ol. ( 7M) siillismil, pour dolormincr, mix signos pros, 
los valours dos qiianlilos o.osX, r.osp., o.nsv. Si o.nlro los o<|iial ions (77) 
mi oliniiim suoo.ossivonionl. 00s (rnis ipiaiilil.es, on olilioudra I ro is 
anlros oipialinns o.omprisos dans la soldo formula 

rns?. ros (j 

r.os |3„ r.os y (tosfir.os rnsy,, c,ns a rosy cun 

(\i ) s v 

rosy,, < msa r. oh f5 u 

Snionl. niiiiiilonunl .0,,, jq,, 3 „ los onorilminoos dn point A; .r, j, 5 
oollos dll [ini 11L I); /■„, /'los rayons voo.lottrs OA, Oil ol. 8 Fangio 0,0111- 
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]>i is cntro cos monies rayons. Oil l ire pa do la lorniulo (79)* 111 ,l yaid 
egard aux equations ( /| f ) ) cl (78), 

cos l 

( Ob|3 0 CO b-( — cusp COSy 0 

jr*OSp_ 

~~ cos'/u cost? — c o&y cos^u 
cosy 

— cobc'j cosfj — cos a cos|3, p 

(cos 9 ). -1- COS 5 p -h COS 2 v)' 

[(cos (3 0 cosy — cos(3cosy 0 ) 2 -h (cosy 0 cos« — cosy cosa 0 ) 9 -i* (cos & n cusp — * cos a nos; 
b'mo > 

ot par suite 

n v cosX __ cosp cosy 1 

Xv* -- v- 0 ” v 0l r — zjl ' 9 ~~ /'[)/' sino 

Le double signe dont so trouve affecte In dernier inembre de ehaeune 
des formulos (80) et (8r) indiquo deux syslemes do valours des 
angles A, p., v, qm correspondent aux deux directions suivanl les 
(juelles on pout prolonger la droito OP a parlir dn point 0 . Si cede 
droito est prolongcc dans an certain sens, on devra rnduiro In double 


signe au signe -K ctPon lirera des formulos (80) el (8 1) 

i cos) — CQS ^° cos y-" cosj3cos y 0 _ 1 

l " sino /'unbind * 

(82) ) coso = = *»*--**•> 

( si 1 1 0 r 0 r si 11 6 

cosy __ cos^Q cos (3 — cos a cos( 3 0 ___ ,r 0 y — ay t) 

\ * sin o ~~ r 0 esiuo 


Si la droito OP cst prolongee on sens contraire, les cosinus des angles 
A, (x, v changcronl de signe, el ces angles sc trouveront remplaees par 
lours supplements. 11 ne reslc plus qu’ii determiner lo sens dans 
lequel il taut prolonger la droito OP pour quo les equations (8a) 
soient verihees 011, ce qui est encore plus simple, pour quo ch acinic 
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(«;() , ,,,KV , 
y*> z ~~ -' ii.v ‘O n 

H pur cnnsei|iient la drrniere drs l.rois, ail line valour posiLivi*. Or il 
i'sl lar.ilc do s’assuror (pm relic rondiliou sera remplie si la prrpen- 
(liculain 1 01 * a He prolongin' dans mi sens (el (jii’iin rayon mobile, 
asstijefli ii (o ii r no r aiilmir tin pninl. (), cl a pareourir I’une ajtri’s 
I’atilro, aver, nil inonvcmcnl tie rolalion direr.l , lcs Irois faces do 
I an^le solidc OAHP, soil oblige, pour ilreriro Dimple AOIlPde passer 
de la position OA ii la posilion OB. Admcllons, on eilel, eellr liypo- 
I Ill’s**, re rayon mobile, cn passim I. do la posilion OA a la position OB, 
aura <ividrnituo.nl. an moil vomeiil. dr rolalion dirrr.l, non soulomeul 
a ii lou r iln demi-axr OP, inais encore tuilour dn ilenu-axe drs s posi- 
livrs, si e.rs drux drini-axes soul si Inns du memo cold du plan A()H, 
o’osl-ii-ilire s’ils (uriucul rnlrr cu\ mi angle aigu, on, <•<' <|iii rrvienl 
an memo, si hi r.osmtis di> eel angle, savnir oosv, esl posilif, An eon- 
Irairo, si e.osv esl, Mogul if, on si rankle v csl. obliis. Ins deux demi-axes 
u’elimt plus sillies <ln inenie rote par rapporl. an plan OAH, le iiioii- 
vomeiil, <ln rayon mobile sora retrograde iiulmir dn domi-axe drs s 
posilivns. Soirnl il’ai I IrMirs OA', OB' les projections <l<>s rayons vee- 
I toil’s OA, OB sur Ir plan des .r, y, oil, on d'aulres (rrmes, les rayons 
ve.r.lmirs monos dans e.o plan de I'origino drs coordonnres mix points 
( ,,)'») cl (,•<'».)')• Tmidis <pir, lo rayon middle passnra, dans In plan 
OAU, de la posilion OA ii in posilion Oil, sn projeelion sur Ir plan 
drs :v, y passrra dr In posilion OA' ii la posilion Oil'; rl Ir imnivrnirnl 
dr relit* projrrlion iiiilonr tit* 1 ’axe drs c sora cvidemmenl dr, mrntr 
rsprr.o ipic Ir 111011vrmr.nl. (In rayon mobile, c’esl-ii-dirc direcl on 
retrograde, suivanl ijur la ijuanlilr oosv aura nun valour positive on 
negative. I)r pins, il suit drs rrmari|iies prated eminent lailes (roir Ir 
probleme II), ipir In tliflrmire 

■Cn y - ,-c,)'u 

sera positive dans Ir prrmirr eas, negative dims Ir second, Done, rrllr 

Olitwirs ilt‘ (' -- S. 11, I. V. 15 
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difference ct cosv seront, dans l’hypotliese admise, ties quantiles do 
memo signe, ou, en d’autres tonnes, la fraction 

cosy 

*»y — ~ V J' 0 

sera positive, ce qu’il s’agissait do demon trer. 

Probixiie VI. — Elan! do nnes les angles « 0 , |3„, y 0 ; a,, (3,, y,; a 2 , (3 2 , y 2 , 
que forwent ewee les demi-axes des coordotmdes positives trois rayons vec- 
teurs mends de I’origine, le premier an point (x 0 ,y 0 , s # ), le second an 
point (i v,,y„s,) t le Iroisieme an point (,x 3 , y a ,z a J, on demandc les 
angles (pie chaque rayon vecleur forme avec le plan des deux an t res, el 
le volume de la pyramids tnangukiire comprise enlre ces rayons vectcurs. 

Solution . — Soicnt A, B, C los trois points quo I’on considers, et 
designons par r„, r { , /-, les rayons vectctirs OA, OB, OC. Soient en 
outre o 0 , §,, £ a Ics angles rcspcctivomcnt compris outre les rayons 
vccteursr, ctn 2 , ct/-,,, etr,. Enfin, ropresonlons par e, , e 2 le.s 
angles que chacun ties rayons vectcurs r 0 , /■,, r., forme avoc le plan des 
deux autres ct supposons qu’un rayon mobile, assujotti a tourner 
aulour du point 0, et a parcourir avec un mouvcipont do rotation 
direct les trois faces de i'angle solide OABC, rencontre Lou jours les 
rayons vectcurs /■„, r 2 dans l’ordre qu’indiquent les indices 

0 , 1 , 2 , 

ianges de maniere a offrir les trois premiers tonnes d’unc progression 
croissante. Dans cettc hypotliese, si l’on nomine X, p., v les angles que 
forme avec les demi-axes des coordonnees positives un deini-axo OP 
perpendiculairc au plan du triangle AOB, et silue par rapport a ce 
plan du meme cote que le rayon vecteur r 2 , on Lrouvora (probleme 
precedent) : 

( cosX = g_ 0 sPoCOsy ,- cos(3,cosy 0 _ y % s l — y l a 9 

(84) j — gosy 0 cos?, — cosy, co sot, s t x 0 

j sind* simSj 5 

[ cos v = COSg o C0S(3, — cos«! cos |3d __ a? 0 /| — a?, y 0 
I sino* /’o/’jsin^j 
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l)e plus, Tangle COP, compris enlro, le rayon vccleur r a o L Ic doini- 
a\(' OP, (Man t un angle aigu, son cosinus sera posilif, et par conse- 
quent egal au sinus do Tangle aigu on ohlus £ a , compris outre le memo 
ravon veclour r x et le plan OAR pcrpcndiculairn an domi-axo OP. On 
aura done 

sin e 2 — cos(COP) = cos?, cosX -t- cos|3j cosp -I- cosy a cosv: 

puis, on sulisliluanl aux quantiles oosA, cosp, cosv lours valours 
I irons lies equations (8/|), on trouvera 

i ensyj — cew p eos^-i cosyiH- cso^i c osft 2 cos^u — co^o ti oi>sPi»cosyj-h cor« 2 cor p 0 cosy i — cokm 2 cos pi cosy » 

smo> 

foji ? 2 — z i -t- a?t J 2^ o — yp Hr- ”>i — .ggJY z y _ 

/V‘i r 2 sin So 

Pour deduirc do la fornuile prccedonlo les valours dc sine u ol do sins,, 
il sulfira de romplaecr succossivemonl la quantile sin£ a par sinS 0 
et sin <5, . On obticnilra par cc moyen deux equations nouvellos, qui 
seronl, ainsi quo liquation (85), comprises dans la ibrmuln 

sin <3 0 sin e 0 sin A, sin£, = sf n o 2 sin« 2 

— cosc'c cos(3, cosy.,— cos« c cos (3* cosy, 

-b cos s', cos(3 a eosy 0 — coscc, cos(3(>cosy 2 
-b cos a cospg cosy, — cos« a cos (3, cosy 0 , 

ou, ce qui revienl au indmo, dans la suivanto : 

I /V'i r 2 si n d 0 sin s 0 — r o >\ r i sin sinei=: r a sin3 2 siiuj 

( g 7) I = 

J a-|7o«2 

I -b ^2^0-1 — 

Quant au volume de la pyramide Lriangulairo OAllC, il sera equiva- 
lent ii la surface ilu triangle OAR, e’est-a-diro ii ['expression 

i . » 

- >’„?•, Sllldj, 

multiplieo par le tiers do la pcrpondiculairo abaissco du point C sur 




30 APPLICATIONS DU CAL CUL INFINITESIMAL, 

le plan de cc triangle. Or, cctte pcrpcntliculairo etanl cvidemmonl 
rcpresentec par le prod nit 

/■ 2 cos (COP) = i\ sin 

il rn re suite quo le volume cherche aura pour mesurc la quantile 

(88) - /•o/'i/’ssinojsiiies, 

a laquellc on peut subsliluev I s expression 

( 89 ) ~(^ 0 ri s 2 — ^oyi-i + *>^*so~®i/o3«+^«y«3i— 

Pour obtenir avee lours signos les tonnes compris outre parentheses 
dans cetle tlerniero fo'rmulc, il suffil do multiplier 1 ’iin par l’autro les 
trois facteurs x,y, z, cn les ecrivant dans l'ordre nalurel qui indiquo 
le moiivement do rotation direct d’un rayon mobile assujelli ii par- 
rourir successivemen L les trois faces de 1 ’anglc solide forme par les 
dcmi-axQs des coordonnees positives, puis.de placer an has de cos 
facteurs les indices 0, 1, 2, ranges dans un orclre quolconque. Kn 
formant toutes les combinaisons possibles, on obtiendra six produits 
diflttronts, donl chacun devra ctrc pris avee le signe -+- ou avec le 
signo — , suivant quo l’ordre dans lequcl se trouveront disposes les 
trois nombres o, 1, 2, indiquera un moiivement direct ou retrograde 
d’un rayon vccleur mobile assujelli li parcourir succcssivcmenl les 
trois faces de Tangle solide OAfiC. La mcme regie s’appliquc a la 
determination dcssignesdes termes compris dans le second membre 
do la formule ( 86 ), quand on subsfitue aux facteurs x, y, z les fac- 
teurs cosci, cos(i, cosy. Ajoutons que cette regie, a laqucllo nous 
sommes parvenus cn supposanl qu’un rayon mobile, assujelli a par- 
courir avee un mouvement de rotation direct les trois faces de Tangle 
solide OABC, rcncontrail les rayons vecteurs i\, t\, r 2 dans l’ordre 
indique par la combinaison o, x, 2, subsisterait egalement si Ton 
admettait la supposition contraire. Alors, en effet, les valeurs de 
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(•iis A, rii'ii), cosv vi'iiiiii I ii chunker (In sialic ( noir le [iniltlrru i* | » ro r r - 
deni ), I’expression (H(j) cl les seconds mcmlircs des form ales (8(>), 

(87 ) cn chnii^crnicnl aussi, tie mnnicrc i|iic les lermcs pi'oeedcinnicnl 
iillcclcs 1I11 sippie 1 , lc lerinc ,r (l v,Ci.,, |inr cveinplc, sc Imiiveraicnl 
jillcclcs (lit sijjfiii* . Mais il csl clair i|iie, dims In nmivcllc supposi- 
liuil, lit eomliiiiaison 0, 1, iiti lien <riii(lt(fiiiM‘ 1111 inn 11 vein cn I ill 1 
eolation ilirccl sue les faces dc I’ii iij? 1 i* snlide OAII0, in<li<|iieniil 1111 
mull vi’incnl dc niliil inn rclrojp-uilc. 

r orol/tiirr I. I.e pnndlclcpipcdc duns lei|iicl I mis ni’cles cnin- 
ciilcnl iivee les rayons vcdi’iii's /■„, /•, . /*., ;i 1111 vnliinie six I'ois plus 
l^rand (|iie reliii dc lii pvrainiili* OAIKI, el pnr conseijiienl cgal ii In 
Viileur mi in r ri (} tt 1 1 du pnlyndme 

(<|0) .!*„ ( V, "j * ^1 1 ***| • j | p ^»i^f 1 "'I ,fl, 4 f 1 1 

1 1 

Cnml/uiir II. I,a formnlc (H(i') runniil lc niu t ven dr Irjiiisfnriurr 

les roordoimrrs rerlanppilnirrs ,r, v, ;; d'lin puiul <| ni'lc in' (In I’rs- 

jiarc cn ronrdomirrs rrrlilitfncs $, vj, '(> romplrrs |insilivcmenl sue les 
(Iciui-iixes OA, Oil, 00, c’esl-ii-dim sur les rayons veolrnrs /■,, /•„. 

Pd ell el. soil r lc rayon vrefriir men 11 dc I’ni'i^ine nil jminl. (.r,.)', s), 
e|, sit|i|ios(ins les rayons vcefciirs /•„, disposes rninnn* ils dnivcnl 
I’elre pour cpio In lorniii It* (80) sulisislc. Alors, si les rayons vec- 
lenrs /•„, /'sniil sillies du iiieine role du plan OHO, I’cxpression ijii’ini 
ulilicndra cn divisnnl pnr sino„ lc , second nienilire de In foriniili' (8I>), 
cl rcinplmptnl duns re second nienilire r.nsa,, par > eos(J„ par > cosy,, 

piir “» Hiivnir 

(c.osfj, c.osy.j rnsfi, cos y, ) I y (rosy | cos a, eusy } cdsaO I ?(cnss(| msfij cos?* eosp, ) 

r sin<j„ 

rep resen I era lc sinus de, I'un^le forme pur le rayon vcelriir /•liver, lc 
plan BOO, el le. prnduil.de cede expression parr, suvoir 

(eoH(i| rosy,. - ensfi, a»sy ( ) I /(emu/i rosati rnsy* rnsa,) l 3 (coh«i e.os|3j • «os«, uospi ) 

si 1 1 (I,, 
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ffit)} ' a 
\ ^ 


designera la perpemliculairo abaissec du point (cc,y,z) sur It* plan 
dont ll s’agit. Los expressions (91) ct (92) roprcsenleraient lo luenir 
sinus ct la memo pcrpcndiculairc, pris avec Ie signe — , si It^ rayon 
veetcuv r n’efaif. plus silue par rapport au plan 110(1 du memo 00 to 
quo lo rayon voclcur /•„. Do plus, il ost facile do s ’assurer quo Ic 
produil 

f 9 3 ) X sins# 

represented encore la pcrpcndiculairc on question, prise aver, lo 
signe + dans lo premier cas, ot avec le signe — dans 1c second. 

Cela pose, en egalant l’exprcssion (92) au produit (93), on trouvera 

j~(C(Kspi cosy 2 — cosj 3 ; cosy, ) + j(cos y , cosa,, — cosy , cos o’, ) 4- ~(cos«i r,os| 3 2 — cos*', rosj'i,) 

sin sins,, 

Apres avoir ainsi caicule la valour de X, on forinera do la memo ma- 
*n ere les valours des coordonnees yj ct puis, on avant ogard a la 
formule (86) et faisant, pour abrdger, 

| I) — coso', cos|3, cos*/j — cosa, cos| 3 ;, cosy, 

(tH) j + coso’i cos(3 2 cosy,— cosa, cos|3„ oosy 2 

f -+- cosa 2 cos(3, cosy, — cosa 2 cos{ 3 , cosy,, 

on obtiendra les equations 

■c(cospi_cos y, — cos| 3 2 cosyi) -t-j^cosy, cos 0-. — cosy, cosa, ) -Hs(cosa, cos ( 3 ,— cosa, cos ft, ) 

A) " 

■r(cos(3, cosy,— cos j3, cos y 2 ) +/(oos y 2 cosa,— cosy, cosa. ) -t- 3 (cos a. ensfl..- cosa isfl.l 

J) ~ ' 

^(cosggcosy^ cosPi_cos y 0 ) + j'(cosy, cosa, — cosy, cosa,) -+- 3 (cos a, cos (3, — cosa, ensfl,) 

i) 

qui determinent X> V), X en lonctions dc cc, y, z, ct reciproquomonl. 

Dans la supposition quo nous avons admise pour etablir cos equations, 
les mouvements do rotation directs, sur les faces do Tangle solido 
forme par les demi-axes des coordonnees positives, no cliangcnt pas 
de nature, lorsque au systeme des coordonnees roctangulaires cc, y, z 



PRtiLIMINAIRRS. 


39 

on subslilue le syslemc des eoordonnees obliques vj, £; el le mou- 
vome.nl tie rotation direct dans chacun ties plans coordonnos aulour 
iln (loini-axc perpondiculairc ii ce plan ost, pour Ics deux syslemes a 
la fois, on un mouvemenl do deoilo a gauche, on un niouvemenl do 
gauche a droile. Dans la supposition coutraire, le dernier mom lire do 
la formula (86) changerait do signe. Mais, oonmie, I« numcraleur do In 
fraction comprise dans lo second membre de la formule (f)4) en e.han- 
gorait aussi, on deduirait toujours de cos deux lormulos combinees 
la premiere ties equations (pi)). Par consequent, les Commies (96), 
dans losifuollos la quantile 1) esl delonnineo par I’equation (p'J), sub- 
sistent, quelle quo soil, dans ehaenn des deux syslemes do eoordon- 
necs, la disposition dos ilemi-axos des eoordonnees posilives. 

Pour elimine.r des equations (96) les quantiles y ol 5, il sullit 
d’ajouter ces equalions, apres les avoir rospeelivemont mullipliees 
par cos«„, cos a, , eosa,. 15 11 operant ainsi, cL.ayant egard a la for* 
mule (p5), on trouvera 


(97) 


ai = \ cos a 0 h- n nos « t ? cos « s . 
On trouvera de ultimo 

y nr l cosf3 0 -h v cos j3, + £ C0Sf3 a , 
; =£eosy 0 H- 0 cosy, -I- £ cos/j. 


Cos dernieros forniulcs pourraionl litre etahlies direelement par la 
simple consideration du rayon vecleur r suceessivemonl projeto sur 
les Lrois axes des x,y, z. Elies ne different pas des formules (62), 
qui se Irouvcnl ainsi elemiuos an eas memo ou il s’agit de remplacer 
un syslcme do eoordonnees roclangulairos par un sysleme de coov- 
donnecs obliques. 

Corollaire III. — La form tile ( 86) subsislc evidemmenl, quel que • 
soil 1c point auquol ahonlisscnt les (rois rayons vectours /•„, / /' a , el 

dans lc cas memo oil ce point no coincide pas avec I’originc des coor- 
flonnccs. 

Corollaire IV. — Si les rayons vectours r 0 , r„ t\, an lieu d’aboutir 
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is mi point unique, aboulissaienl a Irois points diflerenls do I’cspaoo, 
ohacune des trois quantiles 

sin co, sin £ , , sine,, 

delerminecs par la fonnulo (86), representerait lc sinus do rankle 
quo forme un de ces rayons veclours avec un plan parallMo anv dou\ 
autres. 

Corollaire V. — Lorsque les rayons vecteurs /•„, i\ , r 2 sont perpon- 
diculaircs 1’un a l’autrc, les quantiles a,, p„, ... veriliont los 

equations (G 3 ) et (6/j). En memo temps, cliacun des angles 

n \ \ 

^0* Oj) 0>, £q 9 eg 

sc reduil a un angle droit; ct, en supposant les rayons vecteurs /•„, 

r,, /•., disposes comme ils doivent I’olre pour quo la formule (86) 

subsiste, on lire de cello formula 
* 

| i-= rosoc,, cosp, cos'/j— cos« 0 r,os(Jj cosy! 

(98) t -h COSCCj OOS| 3 2 COS'/o— COS^i COS^COS'/j 

( 4- cosa 2 cosp 0 cos'/! — cosa 2 cosPi cosy 0 . 

Si l'on adoplailla supposition eonlrairc, lc dernier membre dc la fur- 
mule (86) changerait dc signe, el l’on trouverait 

( 1 = — cosa 0 cos | 3 i cos'/s+ cos « 0 cosp 2 cosyi 

(99) ' ' — cosa ( cosPj cos>'/„ 4 - cosa, cosp 0 cosy 2 

( — cosa 2 cospe cos/i + cos« 2 cosPi cosy 0 . 

Los formules (98) el (99) sont comprises I’une ct l’aulre dans la sui- 
vantc 

(ion) [ — (l!LIS3'„OOSp| COS/j — &OS5ioCOS[3;,COSYi4-COS*| OOS?jC03Yj~COS«|COSPoCOSY!4-COS«2COS|3oCOSYi 

a laquellc on peut arriver directcmcnl, cn combinant ensemble los 
equations ( 63 ) ot(6/|). 

Puouleme VI f. — Tr ouver la plus courle distance enlre la droile me nee 
par le point (a? n , jq,, 5 0 ) de maniere a former avec les de.mi-axcs des 
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coordonnces positives les angles [3,,, y 0 , el la droi/e me nee par le 
point (,r, , r, , ) de muni ere a former aver les mdmcs dcmi-aores les 

angles a,, (3,, y,. 

Solution. — Soil /• lo rayon vecteur mono d u point (a?, Mi y iP , au 
point (ar it y u a K ). Soit dc plus S l’angle compris outre los droitcs 
don nt*cs, chacuno 6 tan l prolongeo dans Ic sons que ddlorminent les 
valours ilos angles « 0 , (3 0 , y u on a,, |3 |( y, ; ot nommons z l’anglo 
forme par le rayon vecleur r avec un plan parallole aux deux droiles. 

Lo produit 

sin d sins 

(roirh problemo precedent el son corollairo III) sera equivalent, au 
signe pros, a la quantile qu’on obliont on remplaqanl, dans le der- 
nier membro do la formulo (86), 

cose/, par — . .... 5s , cosjB, par cosy 2 par 

On aura on consequence 

uO’i— .ro)(eosp 0 cosYi — co sPiCosyi) )+Q- |— / o)(co3Yo eos«i— eos yi cos« u ) -h C-"i— :o)(e»3Kurosp|— eusa, cnsft 0 ) 

r sin o ~ ~ 

b 

D’aillcurs, si, apres avoir mono un plan parallole aux deux droitcs 
donates, on projette lc rayon vecleur r sur un axe porpcndiciilaire 
a co plan, la projection, represen lee par lc produit /■ sins, sera evi- 
demment egalc on longueur a la plus courte distance enlre les deux 
droiles. Done cctte plus courte distance sera dclcrminoe par la for- 
mule 

l rsins = ±[(<r I ~ a? 0 ) (cos (3„ cosy, — cosj3, cosy 0 ) 

( 102 ) / +(/,—•/„) (Cosy 0 cosc([ — cosy, cos« c ) 

( + ("i — -=o ) (cos« 0 cos (3, — cos«, cos]3 0 )]. 

Pour savoir si lc dernier membre dc cctte formulo doit elre affccle du 
signe + ou du signe — , il suffira de mcncr par lc point (a? 0 ,JV3 # ) 
deux demi-axes qui forment avee ceux des coordonnces positives, 

OEuvres de C , — S. II, t, V» 6 
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le. premier Irs angles a 0 , fJ 0 , y # , le second les angles a,, (3,, y |t el 
d’oxaniiner si un rayon \cctoui’ mobile, qui ddcrirait I’angle compris 
entre res deux demi-axos de mnnifere a rcncontrcr le premier avant 
le second, aura, antour (In rayon veeteur r, un mouvemenl de rota- 
lion direel on retrograde. 

Corolla ire. — Lorsque les droitos donnees se rencontrent, lour plus 
enurte distance s’evanouit, el Ton a par suite 

l (a;, — ,b„) (cos(3„ cosy, — *eos(3, cosy#) 

(■o3) j (jKi — J*)(eosy„ cos«, — rosy, cos<y„) 

( -+- ( 5 , — So ) (cos«„ oosp, — ros«, cos^o) = o. 


CALCUT. DlFFfiltENTIEL 


PREMIERE LECON. 

inc.i.inaison n’ujre coimnr. plank kn un point donnE. Equations be i.a tamihmt 
r.r be la NORMAu: a ce r n: counim. 


Considorons unc courbe plane rcpresenlee par une equation o litre 
deux coordonnecs rcctangulaires x, y. Dcsignons par da;, Ay les ac- 
e.roisscmonts simullancs quo prennent x ct y dans 1c passage d’un 
point a un autre. Menons par lo point (a;, y) un demi-axe parallelo ii 
l’axo ties x ct dirig6 dans le sens des x positives, fin fin, conccvons 
ijii’un rayon voctcur mobile, applique d'abordsur ce demi-axe, tourne 
an tour du point (a;, y) avee un mouvement dc rotation direct ou retro- 
grade, ct h’arrole, apres unc ou plusieurs revolutions, dans une posi- 
tion telle qu’il coincide alors avee la cordo menecdu point (a;, y) an 
point (x-\-Lx,y + Ay). Si Ton nomine n 1’angfe qu’aura decrit le 
rayon veclcnr, cet angle Slant pris avee le signe -t- ou avee le signe — 
scion quo 1c mouvement do rotation aura etc direct ou retrograde, il 
sudira, pour determiner tangc, do mnplacer, dans la scconde des 
formulcs (a3) de la page 20 , x par An:, y par Ay, ct p par w. On aura 
done 

Ar 

(1) languid - A -- 

Si, de plus, on ddsigne par l, yj les coordonnees variables dc la corile 
ou secanlo rnenec du point (a?, y) au point (a; + Aa;,y + Ay), on 
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aura encore 
(a) 

et par suite 

( 3 ) 

on 

( 4 ) 

On pourraii, an rostc, etablir directcment la dernierc equation, on 
projetant successivcnicnt sur les axes des x et dcs y los deux lon- 
gueurs comprises, d’une part, entre 1 c point (x,y) otic point. (?, yj); 
de l'autre, entro les points ( x,y ) et (x 4- Ax, y 4- A/). Jin e(To(, il 
scrait facile de recon naitre : i° quo chacunc des fractions 

<i—y i — 

Ay } Ax 

• est equivnlcnte, an signo pres, an rapport entre Ics projections des 
doux longueurs sur ]e memo axe, et par consequent au rapport des 
longueurs cllcs-mcines; 2" quo ces deux fractions sonl des quanlites 
de memo signe, savoir, des quantiles positives, lorsquc les points 
(£,■/]) et (n? h- Ax, y 4- 4)') sont situes du memo cote par rapport au 
point (x,y), et des quantiles negatives dans !e cas contrairc. La I’or- 
nuilc (4), ainsi etablie, s’etend eviclcmment au cas memo oil Ton 
designerait par x et y ties coordonnces rectilignos obliques. 

Parnii les quantiles positives ou negatives quo I'on pent prendre 
pour C 7 , I’une est egale, au signe pr&s, a 1 'angle aigu compris entre la 
sec an to qui posse par les points (x>,y), (x 4- Ax, y •+• Ay) et I’axo 
des as. Cel angle lui-meme est ce qu’on appclle Vinclinaison de la 
secame par rapport a l’axo clout il s’agil. 

Concovons a present quo lo point (x + Ax, y + Ay) vionne n sc 
rapproohop indcfmiment du point (a ,y). La sccantc qui joint los 
deux points tendra de plus on plus a se confondrc avec unc ccrtaine 


•/) — y 

t — i = langur, 

t — X 


a —y _ A/ 

\ — x A x 


n — y __ £ — n 
A y Lx 
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droito quo l’on noromo langente a la coui’bo donneo, ct qui louche la 
oourbo au point (tr, y). Pour determiner la direction do eetlo tan- 
genie, il sulfira do chercher la limile vers laquelle converge l’angle m 
landis quo les differences Ax, Ay deviennent infiniment petiles. Si 
I’on designe par <j/ cettc limile, etsi Ton prend x pour variable inde- 
pendante, on tircra do 1’cqualion (i) 

(>») ta | >gtj'== ~ ~y'- 

Parmi les valeurs positives ou negatives do qui veriiicnl I’equation 
precedente, cello qui sera la plus petite, abstraction faite do signe, 
I ora connailre. ('angle aigu compris entre la tangenlc ct l’axo desa\ 
(lei angle sera ce qu’on nonune V incli liaison de la langente ou 1 'incli- 
nation de la cotirbe au point (x,y) par rapport ii l’axo des x. Soil t 
1’anglc dont il s’agit. On verillera la formule (5) on prenant 

le signe + devant etre prcferc si l’ordonnec y croil avec Pabseisse x, 
et lo signe — dans le cas conlrairo. Par suite, on aura dans le premier 
cas langT = y'; dans le second, tangT = — y'\ et I’on trouvera gene- 
ralement 


langT = ±y, s6cr = 

^ h -y>, 

si n ^ “H y 

\/ * + y n 

colt cos 6 ct = 

. 'Jy+y ' 1 
— ( > 

COST— -^L== 

y 

/ 

'fi+y- 


Concevons encore quo, dans les equations (e), (3) et(4), on fasse 
converger vers zero les differences Ax el Ay. En passant aux limitos, 
et dcsignant par?, rj les coordonnees variables, non plus de lasecante. 
inais de la langente, on trouvera 

= lanst 

•o-r __ dy_ _ y, 

£ — JG dx * 


( 7 ) 
cL 

( 8 ) 



MS 
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on 

< 9 ) 


o — y __ £ -J | 

ir/y ~ c/.i’ 


Los formulcs (8) ct (9) sitondonl cviiloimncnt au cas memo oil I’on 
dcsigno par -x ef y ties coordonnees recliligiies obliques. 

Si par It: point tit* la courbc donnee on mene uno droilo prr- 

pcndiculairc ii la langenlc, cclto droilc sera ce qu'on appollo la nor- 
mctlc au point cion L il s’agit. Pour tied a ire liquation do eolle normalo 
tie Ja Commie (7), il sufilra evidemment dc rora placer l’anglo <{/ par 
± On aura done, en clesignanl par \ et vj les coordonnees do la 
normal e 


(10) 

ot par suite 
00 
on ■ 



0 — r _ dx f 


(ia) 


(£ — x) dx + (‘0 — /) cly — o. 


Soiont mainlenant 


(| 3 ) 


/{x, y) = 0 


liquation do la courbc domic, ot^a.y), y(a;,j) les d6riv(*cs par- 
odies tie /(’a?,/) par rapport aux variables x ct j. On lirera do liqua- 
tion (1 3 ) 

04 ) o(x, y) tlx + y (x, y) dy = o; 

puis, en combinant cctto derniero avee los formulcs (9) ct(ia), on 
irouvera, pour liquation de la tangento, 

( 1 > 5 ) (£~ •»)<?<», /)+ ('0 —y) y{x,y) — 0 , 

et pour liquation de la normalo • 


(US) 


C — * _ -n~y 

x(x,y)‘ 
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on 


hi 


(’ 7 ) (S - •*)/.(•»> j) — (a —y) <?(x,y) =o. 

II os l lion do. rcinarquor (juc, pour obtctdr l’ equation de la langente , (/ 
•«#* rtfe reniplacer, dans l' equation differentielle de la caurbe , les diffe- 
rent idles dx, dy, par les differences fades £ — a;, v) — j. An ronlraire, 
pour oblenir l'liquation do la normalo, on dovva rcmplacor dy par 
X — x, ot dx par — (y) - y). 

On pout observer encore quo les fonmilcs (i/j), (if 3 ), (id), (17) 
no ehangeraient pas, si la conrbo donuec clait representin' noil par. 
I’equation (i 3 ), mais par la suivanle : 

( l8 ) f(n>y) = c. 

Knlin* si, dans los equations (r 5 ) o,t (17), on rogarde los coordonnres 
X, ‘f] comma constantcs, ot los coordon n 60s x,y comm 0 variables, on 
obtiendra non plus les liquations do la tangcnlo ct do la normalo a la 
oourbo (i 3 ) ou (18), mais los equations do deux nimvollos courbcs 
qui soront los lieux geomiilriquos ilea points oil la courbe (18), ot 
oolles qu’on on cldduit on Paisanl varior la constanto c, sonl ren- 
oonlroos par dos droitos nonnalcs 011 tangontes qui concourent an 
point (£, *q). 

Lorsque la fonction f(x,y) cst uno fonction ontibre (lit degre in, 
los premiers nicmbros dos equations (rt>) 06(17), consideres commo 
Ibnctions dos variables x, y, sent en general du memo dogro m. Alors 
los courbcs rcpr6sonl6es par los equations ( 1 3 ), (18), ( 1 5 ) 06(17) 
sont co qu’on appcllo dos courbcs du degre m, Si 1 ’on suppose en outre 
quo la fonction f(x,y) no ronformo pas de tonnes constants, ct si 
1'on designe par u la somme dos tenues du degre m, par 0 la sonuno 
dos tonnes du dogro to — j, par ip la sonuno dos termos du dogro 
m — 2, . . les equations (18) el (i 5 ) deviondront 


(> 9 ) 


« + (> + ir + .,.= e, 


(20) 





dw 

<>y 
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O’ailleura, «, e, <r, ... etaiil des functions liomogenes, la premiere du 

degrA m, la scconde du degre m — i , la Iroisiemo du degre m — 2 

on aurai en vci'lu du theoreme des fonctions homogenes, 


(?i) 


I ^ 
Ox 

Or 
Ox 

(hr 
dx 








du 

V— zrz nut % 
" () ) 


dr 

dir . , 


Do ces dcrnicres formulcs, combinees avee les equations (19) 01(20), 
on tirera 



dir 

d,v 




dir 



r-r- a»r — ».»» 


Inequation (22) roprcscnlc, quand on regard o les coordonnces yj 
I’onimc scules variables, la tangente men do par lo point (,r, y) a la 
courl)0 (19), ct, quand on regarde les coordonnces x,y eomme scules 
variables, unc courbo du degre m — 1 qui rcufertne Jcs points de con- 
tact dc la courbo (19) avecics tangentes qui eonoourentau point (5 , yj). 
Si I’cquation (18) so roduisail a 

(a 3 ) 11 = c, 


u designant unc fonclion homogbne du degre m, [’equation (22) de- 
viendrait 


(2.i) 




me * 


Excmple /. ~ Considerons lc cerclc represents par 1 ’equation fin io 
( 45 ) **+,?*:= tt*. 

Liquation diffcrcnliellc de cc cerclc sera 


(26) 


x dec -h j dy Ov 
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Ola post', on Irouvora, pour Foqualion do la langenle an point (,r,v), 

(27) or (c — .r) •+■,)'( 0 -- r) -- o 

on 

12S) .i '4 -h l'-fl l> 5 , 

ol , pour [’equation do la norm a 1 0, 

j U — .0) - - .i'(a ~.r ) — r > 

Oil 


L’dqualiou (277, lorsqu’on y ro garde los ooordonndos tu ; -,v) cmiiiiii: 
scales variables, represent tin nmivoau eorclo ifiii no depend pas tin 
rayon du premier. elqui a- pour diqmelro la disunion comprise omLit 
I’ origine ol |p point (£, Yj). 11 sulfil, coimuo on sail, do oonslruire re 
nouveau oorclo, pour rosuudro In proldomo qui consislo. it nieiior par 
In point ( 1 , yj) linn langonln an cereJe donne. On obliendra min aiiLro 
solution du memo problcme, si I’on construit la droilo rop rose 11 loo 
par (’equation (28) dans In cas oil I’on fail varior x 0 1 y. Or, pour 
tracer cello droilo, il sulIH d’obsorvor : 1" <]u\dlo osl perpondiculairo 
nil rayon vocleur compris ontro l’origine <>1 In point ( ^ , vj ) ; 2 0 <|iio. la 
dislano.o do I’originc alaqiiollo olio ootipo son rtiyoii. voclour osl lino 
Iroisinino proporlionnello an rayon du condo donne ol au rayon voe- 
tcur 1 u i -mi 1 mo. 

Quant ii (’equation (29^. olio roproduit (oujours la memo ligne, 
quel quo soil, enlro Ins deux points ^,7)) ot (x, y), oohti donl on 
regarde les coordonnccs commo variables, ol idle roprosoulo dans 
Ions les cas, ainsi qu’on devail s’y allcndro, uno droilo passant par 
roriginc. 

Example II. — Considorons I’cdlipsu on I'liyperholo ropresenlee par 
Foqualion finio 

( '> 0 ) A x- -j. a I> xy - 1 - ( ]j- K . 


OEiwies tie C — b. U t l, V 



so 
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L’oqualion didoronticlle de cello eourbo sera 
(.Si) ( l/+ H /) ilx + ( U .v -+- C; ) dr ~ o. 

Par suite, on Irouvera, pour liquation do la langenle au point (.r, ,>')> 
(3.*) ( \.r -i- It; )(£ — j) -i- ( H- C;o ( n - o 

on 

(33) A.r<;+ + &o) -t- Cra = K, 

el, pour (’equation do la normalc, 

( 3-i ) ( + ;') --(H.rH-0;-)(s — '*0- 

Lorsque, dans los equations (3a) et (33), on ro garde les coordon- 
nees a?, y coinnio scules variables, cos equations rcpresenlenl, la pre- 
miere, unc eonrbe scmblablo a la courbc donnec, ot dont un diamMrc 
coincide avoc le rayon voctour men6 do I’origine au point (ij, •/)); la 
scconde, line droilc qu’il sulfira de construiro, si l’on so propose do 
incnor par le point (~,'r\) unc tangento ii 1’ollipsc ou a l’hyperbolo 
proposer. 

Si I 'ellipse ou I’hypcrbole cat rapporlec a ses axes, son equation 
sera do la forme 


a , b designant les longueurs dcs demi-axes. Alors Pequalion (33) 
deviondra 


(36) 



Pour construiro la droilc re presen tee par ccttc derniere equation, dans 
le oas oil 1 ’on regardo les coordonnees x, y cominc seulcs variables, 
il siilHtde cherchcr les points oil ccttc droitc rencontre les axes. Or 
il csl facile de Lrouverces points, attend ti quo l’abscissc ou Pordonneo 
do cliacun d’eux, etant (abstraction faite du signo) uno troisiemo pro- 
porlionnclle a Pun dcs demi-axes et a Pabscisse ou a Pordonneo du 
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:u 

( h h ill ( !;, /j ), roiisrrvr, a u si^m> pros, la inrinr valrur. i| ti am I lYllipM 1 
on I'hvpri'bolr rsl i > f*ni par un rrrrlr ijiii a I’imi lies avrs :>n, o/> 
prill i' c I i a 111 r I i'i< . Si I’rm siippnsr, ('ll |>ai’l iculM'r, ipir la roiirlir soil iin<> 
rllip'.r, i'l si Piiii drrrrl I mis rrirlrs ipii airn I pour iliamrlrrs, li> per- 
mirr l’a\r ••(/, lr second I’avr '>/>, rl lr Irnisirinr li' rayon \rrlrur 
ill* I’ori^inr an poiul < !;. y ( *> , aloes, pour irarrr la (an^rolr 
mi rnrr par re point ii 1'rllipsr, rl drlrnuiucr Irs jioinls dr lau^nin 1 , 
il sullies drjnindrr par lino ilroilr lr poi nl oil la rtirdr d'inlrrsrrliini 
rill per in in* rl ill) I mi sir lilt 1 rrrrlr rr iiroiilrrl’ii l’a\r rlrs .»• uvrr lr poinl 
oil la rordr irinlrrsrrlion (1 it srroml rl du Iroisirilir rrrrlr rriiroti- 
Irrra l’a\r ties r. (Idle ilroilr rouprru rrllipsr ali\ points drinaiidrs. 

I'.'.rrni/i/r IIJ. Oonsiilrroiis la paralmlr rrprrsrnlrr par rrqualioii 
linir 


(.S; | ) ’ t /> r, 

l,7'(|iialion ilinV'i'riilirllr dr rrllr rourlir sera 

(IIS) y ih /> 

Par siiilr, on I roiivri'ii, pour rripinliou dr la lanf'rnlr an poiul (.c, >■), 

(It.) I 1(0 .1) /'U; .'•) 

Oil 


( i<*) 


,i 'ii /»(; /'•'•» 


rl, pour ri’(|inilioii dr la inirinalr, 

(10 ri.i ■< ) i /'( u .i ) "• 


I /im j 1 1 a I i <mi (’If)), ((iiaiul on v rc^smlc* Irs monlomirrs ,r, y romnir 
sun Irs vurialdrs, rrprrsrnlr unr paraholr dr inrinr l*< i i*ni <• (fur la 
proposrr, rl, dnlll I'axr, purallMr it I’axr (Irs .r, co'mridr aver, la 
ilroilr v '' > l/rtpialiim (,^o) rnprrsonlr, sous la mania riindilion, 
la ilroilr (pii rriirrrinr Irs points dr (au^rurr ilrs dnix taiif'riilrs 
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inenaos ii la parabola proposal*, par la point (<;, yj). Or, pour oonslruiro 
cotta droito, il sutDra crobscrvar qii’ello coupa l’nxa das .r an point 
don 1 1’abscissc est egale a -- £, at I’axa ties/ ii urn* distance da I’ori- 
gine deux Ibis plus grande quo la perpcndicutaire abaissdc du I’oyor 
siirlo rayon voctour mono do I’origino an point (?, vj). 

Hxcntple IV. — Considerons la couriia qu'oii noinnia, logaril/unujuc, 
at dont I'ordonndo est equivalenle an logaritlnne do (’abscissa. Si las 
logarithmas sontpris dans lo syslema dont la base ost A, (*t ddsignds 
par la caracteristiq'im L, an faisant, pour abregor, 


on trouvora, pour lViq nation fin i c da la logarilluniquo, 

( 42 ) y — L .r — a 1 ,r, 

* 

at, pour I’aquation difl'dronliollo do cctto courbo, 

(43 ) cly — a ~ on x dy — a d,i\ 

Par suite, les aquations do la tangcnlo el do la normale deviendront 

(44) a*(ri —,)•) — «(£ — •»•) on .V{n 4- a — y) = at 

at 

(4’>) — x) + a(-r> ~~y) — o. 

Lorsqu’on regard e les coordonnecs £, yj comma, constantos at las coor- 
donnees x, / comma variables, los equations (44) ot (45) roprd- 
scnlent, la premiere unc hyperbole equilalcro qui a pour asymptotes 
1’axc dos/ ct la droito/ ~ a + yj , la socondc uno parabola dont l’axa 
(ist parallelc a l’axe des y. Celle hyperbole et cctto parabola, con pent 
la logarilhmique dans les points ou olio, est rencontr6e par les droites 
tangentes (*l norinalcs qui concouront an point (ij, yj). 

hxemplc V. — Considerons la courbo qui a pour equation, on coor- 
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donneos rcctnngulnircs, 


(46) 


— = Lang L- 


3;j 


on 


(47) 


arc tang 



— L \/x’- +• V 3 


LR -fl(l/?+ r --IR) (■). 


On s’assurora aisemenl quo celte eourbo osl dii genre do oolles quo 
1’on nommc spirals, qu’elle Ini f. line infinite do revolutions an lour <|o 
I’originc, onfin qu’cllo so deplane oL lourne auloiu* do rorigine sans 
changer do forme, quand la constanlc 1\ change do valour. Cello memo 
eourbo, qu’on nommo la spfrale logarifhnrique , aura pour equation dif- 
fer cnlicllo 

( 4 S ) ,vcly — y ilx — cr( .r r/.r -t- y d) ), 


Par sui I p, les equations do sa langonlc etdo sa normale doviendronl 
(49) .r n — ) £ — « L ^ ( % — .r ) -I- y ( ’0 — y ) J 

el 


(->«) a"($ — ■*)-+- y(-n —y) + a{xn — y£) = a. 

Lorsquo, dans ces dernieres formulos, on regarde co, y comute smiles 
variables, on oblienl les equations do deux cercles qui onl pour enrde 
commune le rayon vccteur mono do I’origine an point (!;, vj), (|ui onl 
pour diamotre e,e ravon vccteur sucecssivement multiplie par les dou\ 

expressions y / 1 h~ \/7+ a ' , el quo 1’on trace on decrivanl sur la 
corde commune des segments' capahles dcs deux angles, dont 1’im a 
pour tangenle trigonometriquo et l’aulre pom* colangente la quan- 
tile a. Gomme les deux ccrcles-dont il s’agit coupent la spirale loga- 
rithmiquo dans tons les points oti el I o est rencontree par les droites 


(>) Conlormfimont aux conventions clablies dans la promifcro l'artio du Cmirs d' Ana- 
lyse, nous laisons usage do notations cpii ron ferment dos parontlicsos doubles, loulns 
les fois qu’il s’agit do roprdsontor des fonetioua qui admoUont pliisiours valours : par 
cxeniple, un quolconquo des arcs do cercle qui r&pondciU a uno ligno trigonoinetriquu 
donnfio. 
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o'l 

tangcnlos on normales qui concourcnl an point (?, yj), i Is Iburnissonl 
tm movcn facile de construirn cos memos droilos. 

fin term i nan l cclte boron, nous (crons observer quo, si les demi- 
axes des .r et desy positives, au lieu d’etre perpendiculaires l’nn si 
I’aufro, eompronaient enfro eux 1’anglc S, (’equation ( i) dovrait eln; 
rcmplacoc par la snivantc 

sinro Ay 

foil - — — — — — -y- , 

siiifo — nr) A.r 


ii laquolle on parvicndrail on cousidorant lo triangle qn i anrail pour 
rotes les valours numcriques dc A.r, Ay, otcomparant ces cotes aux 
sinus des angles opposes, Alors il landrail aux equations ( 5 ). (7) 
et ('to) subsli Liter les suivanles : 


1 5* ) 

siruj; 

, 

$in(o — tb ) 

— ; 

15S) 

o - r __ sin ^ 

c — lT siu^o — 

T)' 

(•V, ) 

„~r_ hin (+ 

it 

-3 1 ^ 

c " V sin ^0 • 



inngij/ 


hill 0 - COSO LiUI{|l{/ 


Or, mi verlti de la formule ( 52 ), l’inclinaison - de la courbe don nee, 
par rapport a laxe des x, aura sa tangente trigonometrique deler- 
minee par la formule 


1 33 ) 


tangiji — 


.r' sin 3 
i +y‘ cos 0 


— ± langT. 


, Oe plus, en combinanl les formules (62) et (53), on reproduira, 
comnie on devait s y attendee, liquation (8), qui sera loujours cello 
di. Iti tangente a la courbe. ltnlin, si 1’on olimine lang^ entre les for- 
niules ( 5 /| i et ( 55 ), on Irouvera pour 1 ’equation do la normale 


i 5 C ) 


10 — y ___ r f~ y' cos 0 

i y f 4- liOS 0 


cu.cm. niiTKiu; ntiki.. 


muixiMiK uamiw 


Itl.s HIM. II III'. W'I'IIMs Mips MM'S MHIHWIS, HMjlMl.s II MHMHIIs 

III S MM'IIIII 'I PI I M >1, 


c>i|ll{llii)UP ( i l l i i'l (ill ill* III I.PI.OII jii'i’i'pili'nlt', I|li;i ltd oil niiisi 
ill * it i'l 'n foimiip sr iiIp.h Viii’i:ilili's, I'l'pri'si'tileiil, aifisi ijii'nn I'a fail 
voir, It's itrni I i»j* lailf't'lih's p| uormales meni'i's a line enurin' plmn- 
par lr pninl ( e, e), Si, ilaiis res titPiiifs 1'ijiialioii!,, mi |iiimp / o. mi 
lirera iIp la pmnirrr 

1 1 ) > ; ' i 

p| ilc la si'piiiiiIp 

( • > i; r it'; 

il mi I'esulfe ijtip Ips valours MiiN)fwii|iii‘H ties expressions 


i 


c V| > l'i III i'll I Il'H ilislillli'i'H t'riiii jil pps Sill' l’a\e ill's ,»•, mill’p li> pim| iIp 
rni'ilminpc r p| Ips (minis oil n>l n\ r es| ronrniilrr piir la (anp r rnli* 
i'l la ii urinal <" ii la roiirlie. Hi's ilistunees mhiI pp ipi'mi a(i|ii'lli* la w ms- 
futile ntv el la stit/wio/nnilr iIp la nmi'lie, lelsilives an |minl (./•, rj. 
Done, si I'on (li'si^in 1 la sniis-ininiiali' par U pI la sniis-faup'oiilr par V, 
on aura 


i.i) 

(•i) 


it 


V 



:>i> 
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j 

les sillies etant choisis tie matiiere que los valours lift II el. de V soienl 
l»osil ivos. 

On pent romarquer quo Pordonnco y esl equivalent!!, an sigm* 
pres, ii la moyenne gcomelrique enlro les deux distances II (!l V, 
pitisque eellos-ci, etant mullipliees 1’une pm* I’autre , ilonnent y* 
pour prod uil. 

Les longueurs comploos sur les droil.es tangenle el. norinale, enlro 
la conrbe el l’axe ties x, sent cc qu’on appelle la longueur <le. la Utn- 
gente el la longueur de la normale, ou, plus shriplemenl, la Ian genie 
et la normale tie la courbo. lilies servenl il'liypolcniises it deux 
triangles rectangles qui ont pour coles 1’ordomiee y rddtiile it sa 
valour nuuicrique et la sous-tangenle on la sous-normale, Done, si 
Pen designe la tangenle par T et la normale par N, on aura 


et, par suite, 

i ") i 

to, 


V=J 3 +(yr'Y, T J “v 5 -i- (~ J > 


N =.±j V T+/=‘, 


T=±J V 


I 


y 


’ii > 


vy 


It 1 signe on le signe — dcvanl etre prefero suivant quo Pordomie 
sera posiliu* on negative. 

Les equations (3), (/ ( ), (3) et(G) peuvenl encore litre, faeilomenl 
ileduites des lorinulos (G) do la Lceun prccedenLe, dans losquelles - 
designe ITndinaison-de la courbo propcisee an point (.-r.j), e’esl- 
a-dire 1 angle at gu forme par la tangenle avec I’axo dos a;. Kn cll'el, 
dans les triangles rectangles qui ont pour hypotenuse los longueurs 
appelees tangenle at normale, lc eote eommitn, o’esl-a-diro Por- 
donnee v mluiic ii sa valour numorique, forme evidommonl aver 
la tangenle un angle egal a 5 - 1 , et avoc la normale un angle egal 

“ ” (: ‘‘ la 1,<,s£, ' hi 1,011 C01,st, ' llit 1111 cercle qui ait le sommet de Por- 
' 0,1,11 C l ,our centre ct l’««lonnee etle-meme pour rayon, on reeon- 
,U,,tl>a ,,,,ined,alemciU f l uc ‘ lcs ‘”'PPorts do la sous-normalc, de la 



: \u:ni, ini’TrtitKivn ia. 


r.Y 

mmo* (niijp'iilo, ilc 1 la imnualr rl (It 1 la laiif'rnfr an rayon dn rrrrlr niil 
pniM* \ alrms rrs|u*rl ivrn 

lah;*,', n*l mVv» roMM'r. 

Kn i 4 iinmn|U( i iin t l la sotiviiiirninlr, In Miiis-lunjp'ulis la Normulr rf la 
luiitfmh 1 m(’ ran I rrprrsnihVs par Irs > air urn mimrrii|m^ drs pnidmln 

( 7 ) y tiian ,, v • nlv, 

(til, ni i'nu a Ojptrd ait \ lnrrnul( u . ( f» ) tlr la l.rrnn prrrrdrulo, par Irs 
valours nuuirriijiirji ilt^ rypiv^iniis 

<*) >/« / » » V 1 * > N * .*h/ 1 } \ t ' 

KwHipti' L Si la minin' dunum rtiiiiridn avrr It* rrivlr rrprr- 
st*nlr par lY'qunlinn 

(u> >* i y ir. 

Irs valours dr U, V, ,\\ T drvirmlroul nsprrlirrmiMtl 

( i<> ) If , - V ' (“' ■■>), N II, T ' ‘ l (H J 


|, a Hinm-uormitlf sc iV'ifiiiru ilmir a la v aim r n iMiit*rt«jii i< tie ral»sris>»i\ 
t<( la uoriititlt* mi I’uj'im. i|ii’il t'lail larile <!*' |irc*v«Mr. 


/< \irmfilr ft, Si ht t'oui lu* ilirn aar rrimridr aver IVIlip'w mi I ’It’s 

jji'Hmle ivpi'ramli'm par IYi|»ulii>n 


CO 


k 1 


/<» 


mi Inuivcra 


uO 


1 ' 1 

("’ , 

■A 

J 


/ 

i 

h 

\(» 

\ . P 

N 

i i Vr* J tt* » 

it 

IV"' 1 

» I 

T | 

A;' ' 

A) ( i , ,r ’) 


A «v 

. - H. II, 

t. V, 



.s 


1 

Oliurn'i i/n (’. 
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II suit dcs equations precedences : i° quo, dans IVliipso ol dans 1 ’ hy- 
perbole, la rapport de la sous-normalo a Pabscisse esl min quantile 
constants; 2 0 quo la s'ous-tangentc ost indepemlanta du domi-axe 
design ii par b. Par consequent, la sons-tangente conserve la memo 
valeur dans J’ellipsc qui a pour equation 


(i3) 


iT 2 y 2 


et dans le cerclc dccrit de l’origino commc centre avee le rayon a. Cos 
remarques fournissent lo moycn dc construire facilemcnl los sous- 
normales et los sous-tangentes dcs courbcs represontdes par !es equa- 
tions (11) ct (i 3 ). Si I’on veut obtenir on particulicr lc point de ren- 
contre dc l’axe des x et de la normalo corrcspondante au point don I 
l’abscisse cst x, il sulfira de porter sue l’axc 2 b, et a parti r dc I’une 
des extrcmilcs dc cet axe, line longueur egale ii ~b, puis dc inener 
par l’cxtremite de cettc longueur une parallel© ii la droito qui joint 
l’extrcmite de 1 ’axe ct le pied de I’ordonucc y. Cette parallels ren- 
contrera l’axc des x au point demand©., 

ExempleJII. — Si la courbc donneo coincide avec la parabolo 


(< 4 ) 

on trouvera 
(l5) Ur=/J, 


/ = 2 px, 


V — 2 X, N=/J a {/? -h2vt>)-, T=8 




Ainsi, dans la parabolo, la sous-normalo est conslante, ct la sous- 
tangenlc double de I’abscisse. Cos remarques fournissent los regies 
coinuics pour la construction dc la normalo et dc la tangenlo. 

Exemplc IV, - Concevons quo dans l’equalion (42) dc la Logon 
prccedcntc on echangc entre dies les deux coordonncos x, y, ct 
faisons to uj ours L c~ci. L equation que l’on obtiondra, savoir 


(.6) 




ou 


— a\y, 



<: \ u:ui, in JTi'itK.NTit-: 


'»!) 

represenlcrn l.i lti^;n'j| hm it| in* dans nnc nmivclle pnsilimi. Or, mi 
l irera ill’ ii al i mi < ii» ) 

1 1 •; ) r 

i*l , | in r stiilc, 

V. 

tl 

ON) l \ a, N ' . \ / .f* T 

it it 

Ainsi, *ln in* la l<i;pirillimii|uc n*| m*^i*n I » v n par l’etpinlimi ( i(i ), la smis- 

I ansi'll I I cini'. I, inli' cl la siiii’mitirmalc p m |n> tl i 11 n m t< 1 1 1' an cam’ ilc 

I'milmunV, 

ICiTui/ilr l“. Suppm.iili’i ijii'ii jiarlii* il«’ I'm’itfinc lies nmnlminrcs 
mi | in t’l c aiir l'u\e ill’s r, cl tluiis In sens ill’s I* positives, line Imipnenr 
c;;alc;i II. (Imtcevmis ilc pills t| H |M'i'S avnir ili’cril ill’ l‘e\l rrtnilc tic 
eel In l.m^iit’iir, cl fivnc Ic rimm II, line rircmilerenec iln ccrclc, mi 
la ssi* rmilcr In ccrclc snr l‘ii\e dcs.c. I.c piiinl tie la riivmilV’mn’C ijui 
n >i nr ill ui ( an premier iiNnnf avee I'nnpinc lies cmirdminces rlccrira 
line cmirfic tj lit* I’mi nmiimc rjc/tWr. cl ilmil I 'r*i| Hit I ii»n pmirra cl re 
racilcmciil elulilie par la nicllnnle sitivanlc : 

I'cinlaiil i| in* Ic ccrclc rmilcrn snr I'iim 1 ties ,r, Ic ccnlrc sc mmivra 
pimillclcincnl an iiicinc n\e, cl Ic ravmi <|iii almnlissail, dans Ic pre- 
niicr iiislanl, ii I'nri^iiic, Inunicni anlnur iln ccnlrc cn ttccriviuil mi 
ait^le i|ni ern lira suns ecssc, Orsijpimi.s pur <•» eel aii}(|c, par Vj Ins 
cun ril nil lines iln ccnlrc, cl par .c, r les rnnri (minces ilc I'evI rcniilc ill) 
ra\mi nmliilc, ipii scrmil aiissi les cimrilminccs tie la ryelonlc. l/arc 
ilc ccrclc rmnpi’js culrc I'exlrciiiile tlmil il s'u^il d Ic [mint mi Ic 
ccrclc (miclicni I'ase ties ,c nur.i cvideiiiiuenl pmir mcsiire Ic prn-. 
tlnil II in; cl, pujsipic les ilivcrscs parlies ilc eel arc sc scrmil appli- 
tjnccs rune a pres railin’ snr lies parlies efptlcs tie I'use iles.e, com- 
prises enlre I'nri^ine i‘l Ic [mint ilc lun^euec, la drnilc fjfli jninl res 
tlrux ilcriiicrs [minis mi, ccipii rcvicutun mciiie, I'aliseissc iln ccnlrc 
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(lu cercle, aura cllc-mcme uno longuour equivalent li Bco. Cola peso, 
on trouvera, cn supposant, pour plus do commodite, quo lo corclo so 
soil mu du cut 6 dcs cc positives, 


* = Rm, /} — II. 


Do plus, il csl clair quo les projections aigebriquos du rayon voclcur 
mobile sur les axes dcs x ct desj pourront etre egalemont ropreson- 
lees, on par 

x ~b y—-«, 


on par 

On aura done 


— It sine,), — Hcoso). 


( ! 9) a* — § = — It sin oj, j — o = — It cose,) 

ct, par suite, 

cc — l — R sin &>, y = 0 — R cosoj ; 


puis, Ton en con cl ura, on romcLlant pour \ ct vj lours valours, 

('(O) x = It ( r,i — sin w), y — R(t — coso>). 

II suffira iTolendre les deux formulas qui precedent an cas oil w 
devient negalif, pour obtenir les coordonnccs x, y dcs points do 
la cyclonic situes du cote dcs x negatives, c’est-ii-dirc des points 
avec lcsqucls coincide successivomcnt Toxtreniite du rayon mobile 
quand le cercle sc incut de cc cot. Si maintenant on tiro la valour 
do u) dc la socomlc dcs equations (20) pour la substituor dans la 
premiere, on Irouvera : i" on supposant Tangle o> ronferine outre 
les Iimiles o, it, 

( a j) x = R arc cos — /alt y’~—~y i ; 


2 0 en prenant pour n un nombro enlier, et supposant Tangle co rcu- 
ferme entre les liinites ±: n-x, dr n-K -f-it, 


(aa) 


x ■ 


t, T , (R— V)C0S/J7t , 1 

: It I arc cos ± «7r — cosmtt / sit/ 



CALCUL DIFFERENT1EL. 


Gi 


On pent rcmplaciu’ Jos formulcs (21) et (22) par la suivanlo 
( a 3 ) ,v = R arc cos 

10 radical clovant clro affocle du signe + 011 du signe — suivanl quo le 
rapport 

arc cos((^)) — arc cos^± ~ ,v -^ 

7t 

sc red u i t a un n ombre, pair ou a un nombro impair, L’cquation (2,3) 
reprcseiitc la cycloido enliero, landis (flic los formulcs (21) cl (22) 
represontent sculcmcnt des portions dc ccttc combo corrcspondanlcs 
a dos valours do to comprises entre ccrtaincs limilcs. 

La base, dc la cycloido cst la droito sur Iaquello on fait roulor lo 
ccrclc goncraleiir, ot quo nous avoirs prise pour axe des or. 

Quand on se propose dc rechorcher les propricles do la cycloido, on- 
pout employer ou l’equalion ( 23 ), ou Ic systfcmc dos equations (20). 

011 reconnaitra sans peine, a I’aitle do ccs equations, quo la cycloido 
cst composec d’line infinite do branches, toutes parodies les tines aux 
autres, clout los points extremes, situes sur 1 ’axc des x, repondcid 
aux abscisses 

x — o, ,r? = ±27tR, = ± 6 ttR, .... 

ot clout chacune est tlivisec en deux parties symetriques par une 
ordonnoe correspondante a l’unc des abscisses 

.r = ±: tcR, = ± 3 7T R , x — ± 5ttR, .... 

De plus, en clifTeronlianl les equations (20), et'prcnant x pour 
variable indcpondanle, on trouvora 


(s4) 

dx rr II ( i — cos Ci) ) — y </co, 

dy~W si n&u/u, 

(25) 

d f _ II sin o) v/aRy- 

Z — HlM-, 

* 

1 

1 

l 

ft 

i 

s> 

V y 
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On aura par suite 


(*■«) 


/ . 

| U — it R sinu — — / J , 





Enfin, on tircra do la formulc (a 5 ), conihinec avoc la premiere des 
formulns (19), 

(27) IlsillW 

% etant l’abscissc du ccnlre du ccrcle genoralcur on, ce qui rcvionl an 
memo, Tabscisso du point de tnngence dc ce ccrcle avoc I’axe des a-. 
Or, ccttc abscisse no difleraut pas de cclle quo determine l’equa- 
tion (2), 1c point dc langcncc dont il s’agit so confondra neeessai- 
rement avee Ic point uii I’axo des x est coupe par la normale ii la 
cyclonic. II est aisd d’011 conclurc quo si 1’on trace un diametre paral- 
llde a l’axo des y dans le ccrcle generatcur de la cyclonic, les direc- 
tions de la normale ot dc la tangentc a ccttc courbe seront indiquees 
par les droites meneos du point (x,y) pris sur la courbe aux deux 
extremiles du diametre. Ajoutons quo la longueur appelee normale 
sera preclsemcnL la corde qui sous-tendra, dans 1 c ccrcle, Tangle <0, 
etque, pourobtenir la sous-normalc dc la cyclonic, il sufTira de pro- 
jeter le rayon mobile menc du point (?, yj) au -point (x,y) sur 1’axe 
des x. 



C A L CUT.. I) I I'F IS R Ji N T 1 E L . 


<i:s 


TROISIEME LECON. 

ci:nthhs, diamUtiiks, axes kt asymptotes her gouubfs pi. inks. 


On nomine centre d’uno courbe plane un point lei quo les rayons 
vec to urs monos do ce point, ii la courbe soient deux a deux ogaux ot, 
diriges on sens conlrairus. Lorsqti'unc courbe piano a un centre, ot 
cju’on y a transpose 1’origino dcs coordonnces, on n’allero point 
I’cqualion dc la courbe on y romp lagan l x par — x ot y par —y. 
Lorsque lo centre coincide avec lo point qui a pour coordonndes a 
et b, alors, on posant 

y—b — t(x — a) 
on 

y = b + l{.v — a), 

on tiro do 1’dquation do la courbe, pour chaque valour do t , plusiours 
valours do x — a, donl quelqucs-unos peuven t so rdduiro a zero, tandis 
quo los aulres sont deux a deux cgalos ct dc signes contraircs, ' 

Exemples. — Les courbcs 

A x ' 1 -I- 2 ]{ xy + C j ' 2 — It, y — .x 3 , y 3 = a? s , ... 

ont pour centre commun l’origine dcs coordonndcs, tandis quo les 
courbcs 

(x~ay-h(y — 6) s =It 2 , y — b = {x — a) 3 , (y — bf=(x — aY, 

ont pour centre commun 1c point (a, b). 

Unc courbo pout avoir un nombre infini do centres. Ainsi, par 
cxomplo, la courbe 

(0 


y — sill a?, 
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composec d’une infinite d’arcs scmblablos les mis aux autrcs ct sillies 
alternativcmenl au-dcssus et au-dessous de l’axe des x , a pour centre 
non seulement I’originc des coordonnccs, mais encore chacun des 
points oil cllc coupe I’axe des x. En cffol, l’equalion dc cette courbe 
no changera pas de forme si Ton Iransporlo i’origine on un de ces 
points, c’cst-ii-diro si I’on fail croilre ou diminuer x d’uno quantile 
egalc a nr., n designant un nonibrc onticr quclconquo. 

Toule droitc rn'ence par Ie centre d’uno courbe plane cst un (lia- 
mdlre dc cette courbe. 

On appello axe d’uno courbe unc clroitc qui partage cette courbe 
en deux parlies symetriques. Lorsqu’uno droitc dc cclle espbeo ost 
prise pour axe des abscisses ou des ordonneos, a chaque valour de x 
on de / repondenl deux valours do / ou de x , egales el do signes 
contraircs. 

Exemplcs. — La parabolc 

/ 3 = ipx 

aun scul axe qui coincide avec l’axc des x. L’ollipso ou 1’hypcrbolc 



a deux axes qui coincident avec les axes des coordonnees. La courbe 
representee par l’cquation (i) a unc infinite d’axes parallblcs a l’axe 
des/, et qui correspondent a des abscisses dc la forme 

, ir 

x — nn h 

2 

« designant un noinhro entier quelconque. 

Toutes les lois quo deux axes d’une courbe so coupont ii angles 
droits, lour point d’ intersection ost un centre de la courbe. Gar, si 
on les prend pour axes des x ot des/, on pourra, sans altercr l’equa- 
tion dc la courbe, remplaccr : i° / par — / ; 2 0 x par — x. Par suite, 
on pourra changer a la fois les signes des deux coorclonnbes #, /, co 
qui sufiiva pour etablir 1’existence d’un centre co’incidanl avee I’ori- 
gine. 



i:\u:ui. hlKMilM-M'IKL. 


Oil jipprJii 1 mw tififtt/c il’niir rntU’ln* plain 1 HIM 1 ilrujfr ilr laipirllr 
rrllr murlm *<*a 1 1 |ii*« 11* li r i inJrli mi urn nl , sans puimur jamais Ja nm 
t'diifrrr. II ml inrilr dr Irmurr I t*i avvmulnlrs tl * n nr r mi i'f »r irprr 
srulrr par mir riptnlnm mil rr <Iru\ mnnluinirrs nvlnn;£nliii its j\ \ , 
Kti rllrl. i nnsnli’itnis il'iiluml lm a^vinplnlrs mm parallrlrs a |\a\r 

d(‘s ) , r I still 

l M 1 L t l 

IY(|iia(mn tlr l*it nr i I’r n I rr rllm. 1,'mdmiiirr nirmspumlitiilr a I’ah 
iU|s*u* ,i dan . la rmirln* prnpnsrr 1 1 r > ra sr ivdnirr sriuaUInnnnl t |miir 
tli' Iras j*raiidr:« \nlrnrs mi rnrrupirs dt* .r, u runlnniirr tit' I'asymplulr 
(*l sr prasun I r r mi in. la Inrun* 

i ; ) i /, « / , 

* <l<"«ji'natil mm IfTiiiiMpn drurndra nnl a\rr Y {‘rla |urir t si I’mm 
( ail rum i*i , ^rr | vnm la limitr /,rrn t mi tirrlat :«nnTssivruirnl r I r 
IVipiahnn » i i 

i ) Inn 1 lim ( h \ * J 

i 1 1 linn i L i i linn / 1 n /. 

Dmir, | lour drirnmimr hi mnslanlr / , tl mi (lira dr jmsrr clans IVnpia 
fimi ilr la murin' 

i 

nil 

( (i ) I • 1 1 

(inis ill' riinrlti'i' l;i I i iti j I f* ml liv» limiti". \ri's li<*n(tirllf!< <'tiiivn , |;< , r;i In 
variiiM*' *, l.milir. i|iir lit viili'ii r iiiiiin'‘i‘ii|iii‘ <ln .<• t*n»il rn iinlcliiumml. 
lie (tins, ;t| irt<:> ji vm r Irmivr la imislaiilr /. mi nlilii'mlra la riiiisliinli' / 
nil | »n>v;i ii t dans IYt|itslimi ili’la i*»m i*h»‘ 

t /, r I 

nil 

17 1 .i *.«• /, 

ij 
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(>t diorehant la limit* 1 do Iaquclle / s’approcliora sans cesse, pour des 
\alouiN ntimeriques croissanles do la variable x. A chaque sysleme 
dr vale ui's linies des quantites fc ot /correspond™ uno asymptote do 
la eon rbe proposer. 

En raisonnanl de la nicine mamere, mais ecliangoant I uno coulre 
railin' les variables x eljr, on trouverait evidcmme.nl les asymptotes 
non parallbles ii 1’axe des x. 

Examples. — Considerons la logarithm ique 

( 8 i J‘ — A jr . 

On aura, dans cette hypolhese, 



puis, on faisant converger j? vers la limile — =c, on on conclura 

A 1 

A — lint — =--o. 

.i' 

On trouvera par suite 

t — j = A- r , t — 1 im A J ' = o. 

Done lacourbc proposee aura pour asymptote l’axe des x, dont olio 
s’approchera indelinimcnt du cote desu? negatives. 

Uu prouvera de memo que la logarithmiquo 

(9) X -- A-» 

a pour asymptote l’axe des v. 

Concevons maintenant que 1’cquation de la courbe don nee se pre- 
sente sous la forme 

do) f{x,y)~c. 

La recherche des asymptotes sera tres facile si I’on parvicnl a decom- 
poser /(a?, y) cn plusieurs parties dont chacuno soit uno fonclion 
homogene des variables x, r. En olTet, nommons m , n , . . . les d ogres 



CALCUL Dll’ F 15 H JJNTJEI. 


(57 

lies functions homogonos Ibiirnips par la decomposition donl il s’agit, 
(‘l suit cn consequence 

(ill / ( .r, ) ) - - je m F ( j -i ,r " f ( i ) -I- . . , 

I ps nombres ///, n, ... elan (. ran go s do maitiere ii oflrir uno s ti i lt> 
dboroissanlo. La valcur do s -- sora delerminro par I'cqualion 


on 


( '•> i 


,v m F(a* ) -1- x n f (s) 


F{.V) + 


{'(■0 -!••• 


V 


a 




do laquclle on lirora. on posanl -J o ol s k, 
0 J) F(/.)^n. 


Do plus, si I’on allribuc a k 1’unc dos valours propresa verifier I’eqna- 
lion ( 1 3 ) , la valour correspondanto do t -- y — kx s(M’a don nee par la 
formula 


( A + -H.r" t( 

k -i- ) -h. 

\ *} \ 

•<7 


cl comme, on vortu do I’oqualion (id), on aura 


F A M- 



0 dosignanl un mnnbro. inforicur ii I’unilo, on Irouvera encore 

x m -1 f \T'^fc - h o l - ) -I- a?" f (/, -I - ^ 


Oil 


1*5) 


t r (/, -i - o ^) + i f + i) + • • • ~ >-i ' 


Si F'(/t) ot f(A - ) ont dos valours finics diffcronlcs do zero, alors, on 
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(iS 

posanl -h — o ol / on condura do I’dq nation prdcedcnte, 

j j" pour n < m - 1 / = o, 

' ( ifi) i «'* pom’ « “ >» - 1 l~- ’ 

' S'* pour // > m — j I ~r zt co. 


Par consequent, a la valour adopter do k correspond™, dans la pro-, 
miere hypothec, line asymptote passant par I’originc, on do la forme 

( 17 ) y — k.c \ 


et dans la second 0 hypothese, une asymptote do la forme 


(|S) 


— A . 


_ff A) 
F'(A/ 


Dans la Iroisieme hypothese, l’asyniplote, s’eloignant a unc distance 
inlitiio dol’origine, disparaitra cnlieremonl. 

[/elimination <h> la oonslante k enlrc les equations (i 3 ) ol (17) 
prod ti it la fonnule 


V 


r- °> 


qui foil mil, dans la premiere hypo these, toutes les asymptotes non 
parallcles ii l’axe desj, ol qui pout etre remplacce par l’equalion 



On arriverait encore a celle-ci on chercliant, dans la premicro hypo- 
these., les asymptotes non paralleles ii l’axo des x, Done, lorsquo le 
premier niernhre do I’equalion (10) cst decomposable on plusieurs 
fouclions lioinogenes, ot quo le dogre m do l’unc d’enlro dies sur- 
passe deplusd’uno unite les degress dc toutes les autres, non seule- 
luonl les diverses asymptotes passent par I’origine, mais dies sont 
tonics represonlecs par la fonnule. qu’on obtient en cgalanl a zero la 
function homogbne du degre m. 
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Examples . -- L’ hyperbole 


(20) 



««> 


a pour asymptotes les deux droilos reprosen lees par la Ibrmnlo 


( 21 ) 



--o, 


ou, cc qui revient au memo, par Ir.s deux equations 


( 22) 



Dr menu 1 , si Ton suppose B-— AC>o, on reeonnailra quo 1 ’liv- 
prrbole 

(23) A^-t-alU-j -i-C/’-K 


a pour asymptotes les deux droilos representors par la Commie 


(2't) 


A x- -i- 2 1J xy + Cy- o. 


Do memo encore la courbe 

y 

(20) x* h- v* -b sin 1 - --o 

x 

aura pour asymptote la tlroilo 

(a6) x h- y --- o, 

v , 

dont l’ordonnec est la sculc valour rocllc dr y qui verilie requation 

(27) r> -: 0 . 

Dans le cas ou 1 ’on suppose n — m — 1, la formula (19) represent!* 
toutes les droilos mcneos par 1’origino parnll hlomon t aux asymptotes 
de la courbe proposeo. Ainsi, par cxemple, la courbe nommee folium 
de Descartes et rcprescntec par requation 

(28) 3 ax / 


i 
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a tine asymptote parallelo a la droite x + v — o, don l 1 ordonnoe se 
dcd u it toujours do la formula 

x-' -r y'— o. 

Lorsque les quantiles FY /'), f( k) devienncnl nulles ou inlinies, la 
quantity /pout obtcnir dos valours dificrcntes lie cellos quo nous lm 
a vo u s assignees ci-dessus [voir les formulas (iG)|; mais, pour la 
determiner, il sufflra toujours dc cherclier la limile ou les li miles 
vers lesquolles convcrgora la variable /, pendant quo - s’approeliera 
de zero. Quelqucfois, en operant ainsi, on trouvera, pour une sonic 
valeur de k, plusicurs valeurs de I. C’cst ce qui arrivera, par exempli 1 , 
si I’on eonsidere la courbe representor par liquation 

< 2()J t )'" — COS “• 

Aloes on aura l — o, el, eonime [’equation cn I deviendra 

, i 

0 — cos -> 
x 

on en lirera, en posant — o, 

En consequence, la courbe proposec aura deux asymptotes parallel's 
a 1’axc tics x, savoir 

(3o) y — i , y~— i. 

Au resle, il pent arriver qu’unc valeur de k propre ii verifier liqua- 
tion 

tdo F'(/,*) = o 

fournissc une seule asymptote. Ainsi la courbe representee par 
I’equation 


( 32 ) 
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ft 

n’rt qu’nne sou I c asymptote qu i coincide avee I’axe des ,r, quoique In 
valour / - - o vorifio pour celle courbe P equation (3 i). 

On jKHiiTnii encore, suivnnl In remarquc tie M. Ampere, Irouver 
les asymptotes d’une courbe plane en eherclmiil les positions fj no 
prend la tangonle qua n tl Ic point tie contact sVdoignc a uno distance, 
inlinitide I’origine (les coordonnees. Coneevons, pour lixer les alecs, 
ijue 1*011 considere Phypcrbole 

■«’* y - , 

it ' 1 b l ‘ 


Liquation tie la tangonle a cello hyperbole sera 

:vi, vo 
. ff* ”7;- r ” 15 


on, si Pnn substitute a j sa valour :J- 


1 / r ; 4 j. et si Ton multi [die 

" 2 \** ... a 
a ~ \ j? ) b~ 7 


im suite par 


Pour fairc passer lo point tic contact a line, distance inlinie tie J’nri- 
gine, il sufllra de poser er — ±. =o. Alors la formula precedent!! tle- 
vicnilra 



el comprendra les equations des deux asymptotes de Phyperbole pro- 
posed. 
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QUATIIIEME LECON. 

MtOI’lllftlTS Dl V HUSKS I) MS GOUHUFS I’LANFS IH'miUT-S HI’S f.QU 1TIONS 
1)1? CfiS llftMLS GO U H DBS. POINTS SlMilUKUS. 


Snit proposec line equation enlro deux coordonnees rectangulaires 
.r, y. Cette equation, resoluo par rapport a y, on fournira une on plu- 
Meurs autres de la forme 

(i) / — /(■»). 

et ehacune de ceiles-ci representera une ligne ou portion de ligne 
dont les proprietes depend ront do la nature de la fonction f{.r). 
Ainsi, par excniple, l’eq nation 

qui represente une circonferenco de cerelo dont le centre coincide 
avec rorigine, sc decomposcra dans les deux suivantes 


( 3 ) 




dont cliaeune representera une dcmi-ctrconferenco situec au-dessus 
ou au-dessous de I’axc des x. 

Si la fonction f(x) demeurc continue enlro les limiles ,T = ,r 0l 
«c — X, la ligne represcntec par I’equaLion (i) sera ellc-memo con- 
tinue enlre les points corrospondanls aux abscisses a?„, X. Cette ligne 
pourra devenir discontinue lorsquc la fonction /(a?)offrira des solu- 
tions de conlinuile; par example, lorsquc ccltc 'fonction deviendra 
inflnic pour certaines valeurs flnies do x, ou lorsqu’elJo passera tout 



C \I.CI I. I»J !• I KIIKN i'H'.l.. 


7:l 

<ln ri' i*l ii ruu.ijiiii.im', mi lniM|iiVllf t-hari •^i > r:i linmi|iiruirnl 

ill' Villflll . I.r | >l’« * 1 11 l*M* r;i'. M* |i li ‘ I'liti’ iliilis II. v|M*l linlc 

- f 

IP i 

If ilfii \ if inf. iI.iiis If', nun In' - In; nrillwnii| in' , 

,n . t \. 

i it t » ' I * ; 

Im ilaii** la iij'iir ih'l «*ri n 111 rr p.u Pripiat mn 


i j i \ > 

\ ' 

i*l film | it 1 iri' 1 I 1 * <li j M \ tlrnii Ai’i | ki 1 a I Irlrs ii ilr* ,/■, ijni a I iti 

1 1 r 1 1 I au\ ili'ii \ | ft«r Ml** ilt k l\i\r ii*- 1 * ) »m\i|itrls appall iruuciif In 
unlnillHM^t I i* I I. Hail* In ihllH ilmiltT > <Mls. III linin' 1 1 III* I'un 
miiMiliTr .‘amlna (mil a nmp 1 11 rrrhum. pohiK ijur 1 it m nttiuim 1 - 
ntiis fi'ttui'i l,n nitirlir * 1 1 mM i in eml i‘liariuin pour jiuinl 

< I **1 r ri r * I I'nrij'im* *lr<' *"• it* n 1 1 1 ji m*n* La hum* iTprm.rnliM* par IV'ipui- 
f it hi i ; » iillrr \ pumh iTpirn’t Mlur* Mir I'au* tlr*^ k, ih* pari rl 
il'allliv 1I0 ronpinr, t*l a rmiili* fir ili>*l;t|in\ 

Si la fmirliim h t 1 in* ilrvini! it rllr i|Ur pnlll tin ntimltiv limilr 1 1 <* 
valriilN ih* i , rrt|Mi(hiMi \ 1 1 in* rrpi vsrnlrra t) 11*11 M [mini ‘Mi mm Mllli 1 
ill* pnilllr* nti/r\, AlllM, pal* rMUilph', la hil'lliltlr 

i M 1 i 1 \ t , 

qni 11 It 1 4 * rum* ih*?. \ah*tm *lr 1 fun ruin par l*r*ij ual j uu 

H| I * I " M, 

m* rrprnrnh* qiuui mmiI (mini <|ui rimmiih* a vrr rurijpiH*. (I pent 
amvi'fijm* rinpiiiliuii 1 1 1 lumniMH* ru inrnii* lamps 11 11 dm phisirurs 

In 


I !/,<#*<# r% >i*' t‘ 


S II. l. V, 
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points isolos el unc ou pltisicurs brandies do courbo. Ainsi la Ibr- 
mu I o 

( n>) l - .r\/.r ! - - a-, 

(|ni ofTro I’unc ill's vaJeurs dev fournies par I’equation 

(ll) / J — ,r 5 (,r‘~ a’-), 

represonlo : i” deux b ranchos tic courlic qui s’cloignonl indolinimenl 
tie I ’origin c on partant do deux points situos sur I’axo des x el corres- 
pond an Is aux abscisses x — — a , x = a\ a" un point isolo qui coin- 
cide encore avec l’origino. 

Une ordonnee maximum on minimum devanl dire su poriourc on 
mfbrieurc ii toutes les ordonnecs voisines, il suit de ee qui precede 
que, si les deux functions r et y' roslenl continues dans le voisinage 
d’une valour parliculidrc de ,r, colic valour no potirra proiluire un 
maximum on un minimum de y qu’en faisanl dvanouir y\ c’osf- 
ii-dire on veritiant I’cquation 

(c>) j'~ O, 

Ajoutons qu’une valour de.r liree do la fornnile (la) Iburnil offer- 
tivomenl un maximum ou un minimum, dans le cas oil la promibro 
des quantites 

J » J i * * * » 

qui diflere de zero, est positive ou negative, mais d’ordre pair, el quo 
eelte valour no determine ni maximum, ni minimum, dans le cas enn- 
(raire. 

Au rcstc, d pent arriver que certaincs valours de x, prises parmi 
cellos qui pendent discontinue l’unc des functions j' f y', produisont des 
maxima ou des minima de l’ordonnee, sans verifier la formulc (is). 
Ainsi, on particulier, si la fonclion y /(x), apres avoir cni ou 
dimiiuie pendant que l’on faisait croitrc ou decroilrc la variable x, 
passe, tout a coup du reel ii I’imaginaire, la courbe represcnlec par 
1 equation (t) aura un point d’arret, et fordonnee corrospondanlo a 
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cc poi ul d’arrcl pourra el re consideroo eomnie u n maximum on mi 
miniimnn. Par example, la valour zero correspondanle ii ,r =- o esl 
lino sorle tie minimum relalivemcnl ii l’ordonnde tie la courlx* 



Pour ohlcnir ties maxima on minima (Portion turns correspondanls ii 
ties solutions (It* eontinuilc dans la Ibnclion y' =- /'(.%'), il sullil tie 
considerer los trois lignes representors par les equations 


(«!) 

( i5)‘ 

(Hi) 


t -1- •>. y/.r- 4- .r- 


Pes trois lignes, don l la premiere so compose do deux demi-axes per- 
pi'iulieulaires eiilre cux et aboutissanl a Porigine des conrdon net’s, of 
la seconde do deux portions dc paraboics qui viennent so reneoiitrer 
sur I’axe des y, out pour ordonnee minimum la premiere el la Iroi- 

sieme r -= o, la seconde y ~ Or, pour la valour .r — - o (|tii produil 

cos minima, les dcrivecs des fonctions (i/j), (i5) e( (t(>;, savoir 


07 ) 

(18) 

(• 9 ) 

deviennent discontinues, la premiere et la seconde en passant lout 
a eoup tie la valour — 1 it la valour +- 1 , la Iroisibmc cn passant par 
Pinfini. 

Nous avons reinarque, dans la preniifcrc Lc<,;on, quo la valcur nume- 
rique tie la Ibnclion derivee y' represen tail la” tan gen to trigonoine- 


y = *■/■=’ 

\/ JC l 


y ---■ ■r -l- 




y — — r> 

3 j 1 1 
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frit|ue tie rinclinaison do la <:onr1>c par rapport a I’axo ties .r. Done, 
si I'on a, pour un point don no, 

(i’) y ~ o, 

1 'in ol i liaison sera nolle on eo point, c’esl-a-dire <|U o la langonle ii la 
courbe deviendra parallMo ii 1’axo dcs a\ Si I’on a, au con trains 

( 40 ) y' — ± CO, 

I 

rinclinaison sera c* qnivalonto it on angle droit, c’esl-u-dire quo la 
tangonle a la courbo deviendra parallMo it l’axe des y. Enlin, si la 
lone lion denvoe V change hrusquement do valour, il on sera do 
memo do rinclinaison. Goncovnns quo, dans cello dornioro hypo- 
those, la fonclion y resin continue : alors los deux branches (In la 
eourhc viendronl sc rounir au point donne, do. rnaniere quo, lours 
langcntes foment entrp olios un certain angle, el oo point sera co 
<| nt-* nous appellcrons un point saillam . Tel esl, par oxcmplo, In point 
oorrespondant it x ~ o. dans la courbo representee par la Ibrinule ^ i /{) 
et dans colics quo determinant les equations 

( *') 

( aaj 

Supposons main tenant quo deux l)ranclies d'une memo, courbo 
s’aiTClent cn un point donne, do rnaniere a toucher rune, et I’anlre 
un demi-axe aboutissanl au point dont il s’agit. Gc point sera co 
qu oil nomine un point dc rehtoussenicnl, Lc rebroussement sera dc. 
pi cmu’i c especc, si le detni-axe passe entre les deux branches de 
cotirhe, el dc scconde espe'cc , si le demi-axe laisse les deux branches 
d’un m erne cole. L’origine est un point dc rebroussement de premiere 
espcce pour la courbe representee par la fonnulo (id), ct pour cello 
qui repornl ii (’equation 

1 . 2 '" 

r — — — * 

” i -H e* 


arc tang ”j 
x 

y r 

i -\- c l 


( 33 ) 
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I2n oflol, chacuno tic cos eourbcs so compose do deux brandies bin- 
gonlcs I’lino cl I ’autre an domi-axo dos y positives, olsitudos dosdoux 
colds do cc demi-axe. La ovcloidn representor [tar 1'dquat.ion ( s?3 ) do 
la dmixienio boron ofTro imp infinite do points do robroussciuont do 
premiere ospdeo, tons sillies stir i'axo dos x, of ofirrospondants aux 
abscisses 

o, ,v Jt 27ilt, — zjr'j-lt, . .. 

Lorsque, (>n un jioint do colic espoee, le domi-axo tangent mix deux 
branches do la courlic n’esl pas porpoudiculaire a I’axo dos ,r, los va- 
lours do y corrcspondanlos a cos deux hranchos soul ndoossairomonl 
ddlorinindes par deux equations distinctos, comprises l’nno ot railin' 
(fans [’equation unique do la courlic denude. (Tost co qni a lion, on 
parliculicr, pour la courbo 

(a/i) 

composer do deux brandies qui (ouchonl a 1‘originp lo domi-axo dos.v 
positives, cl qui rdpondcnl mix deux equations 

( 25 ) 

( aG ) ,i — - — .r*. 

C’osl aussi oo qui arrive toujoiirs pour los points do robroussomont 
do secondc ospdeo. Nous ciferons corn me oxomplo la courbo 

(37) . O' - -= u 1 sin’./’, 

composeo do .deux branches qui (ouohenf a I’origine lo domi-axo dos 
■r positives, ot qui, pros do cello originc, soul situdos I’uno cl I'autro 
du cold dos y positives. 

Lorsquo los Tone lions 

j -/(.f) 01 y'--f'y *') ' 

rcstcnl l’lino ct I’autro continues pour tonics )es valours de x com- 
prises outre los abscisses do deux points donnes, la cordc qui joint 
ccs deux points cst necessaircmcnl paralldle a 1’une dos tangentos 
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menues par les points in termed iai res do la oourbo. Jin olio l, si I’on 
rcprcscnlc par x ot .r-*-A,r los abscisses ties deux points donl il 
s’ngit, on aura J on voiiu do la ibrniulc (8 ) do la seplieme Logon do 
Haloid different id | 


ia»J 


Ar 

if 


/ 1 -f- A ,r ) — /i.c ) 

A.r 




0 desigiiant un ii ombre infericur ii I'unite. Or i! rosiilto bvidommonl do 
('equation procedonte, joinlc aux formulcs (i) ot (j) do la premiere 
Logon, quo la cordo inonce, du poinl («r,y) au point (.u-t-A.r, v-i-Av) 
osl parallele a In langontc inonce par le point qui a pour abscissa 

tU -t- 0 A=jt‘ > 


Ou arrivera encore a la memo conclusion on trausportant la cordo 
donl il s’agil paralielemcnt ii cllb-incinc, avec un mouvenienl edi- 
tion, do maniero a fa ire docroitre. indofinimcnl Pare sous-tondu par 
eotlo cordo, A I’instanl oil cot arc s’evanouira, la cordo so eliangera 
on line droilc langcnlo a la courbe, ot I’on pout romarquor quo le 
point do contact sera ovidemment distinct des points (,r, t y) ot 
t.r -i- A.J-, y -f- Ay ). 


Concevons a present quo, la fond ion derivoo / = /'(.*■) olanl 
continue outre deux limites donnees, l’on fasso oroilrc a; outre cos 
liinites. La foncLion / cllc-moino ira on croissant, toules les Ibis quo 
sa dorivee v" = /"( x) aura une valour posiLivo, ct on decroissant 
loiites les Ibis quo la valour do y" sera negative. 11 ost d’ailleurs 
lacilc do s' assurer que, si la function y =. f\x) croit on docroil sans 
ccsse c litre deux valours tie a correspondanles ii deux points do la 
courbe proposed, l ordonneo de cclte courbe dans Pintervallo sera 
eonstaminent superiettre ou conslanimenl inforieuro ii l’ordonnoo do 
eli a quo langento, de part el d’a litre du point do contact. Admotlons, 
par excmple, qu apres avoir assigne Ii la variable x une valour dotcr- 
mince, on attribue ii ceUc variable un accroisscinent Aa>, ot que [’ex- 
pression 
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7 !) 

eniisso oonslatumonl, depuis la limilo Ar h jtisqu'it la limilo 
A,r h. ha dilloronoo 

\ A.r ) /'(.,■ ) 

sora loujours, onlro cos limilos, adbotbo (tii memo signequo A.r; il’mt 
il rbsulle quo la prodnit 

(30) | J\.r t A.r) ,/"( r ) | A.r 

sora nbeossairomenl posit if. II on sera do inbmo, <t fortiori, do I011I 
prod 11 i I di> la (brim* 

( •> 1 ) |/\ r t- 0 A.i ) /'{.>•) | A.r, 

0 dbsignanl mi mnnltro inlerirur it I’linilo. Or, si par lo point (.r, r > 
on mom* lino (anionic ii la onurhc proposer, I’ardonnbo do o«*l(o lan- 
gonlc relative ii I’alisoisso 

c .r I A.r 

sora | on vorlu do I’equalimi (8 ) do la premiere ho<;onj 

(■'*•) fi .1 •! /'{•>') A.r, 

. tandis <|iio, pour la memo abscissa, f'ordminoo do la enurin' potirra 
biro | noir la /brnnilo (8) do la scpUcme hetjon do (laloul dillbronliol J 
prbsonlbo sons la ibrnio 

l-hij y |-A/ 1 0 A.r) A.r, 

Done la (lillbronoo onlrc I’ordonnbo do la eonrlie ol I'ordoniibc* do la 
langenlr, savoir 

(■M) y 1 A y—n, 

sora I'li no dos valours da prodnit ( 3 i), ol par consequent lino quan- 
lilb posilivo. On prouvora pnroillomonl quo, si la (juanlilb ( ‘Ii" 
mimic oonstamment dopuis la limilo jusqu'ii la limilo 

A.v~.-h, los prod ails (80), ( 3 i) soronl nbgalit's cnlro 0.0s Iiini(c*s, 
uinsi quo la diflorcneo (,‘J/j), ol'qu’en ennsbquencn rordoiinbc v-i A)' 
sora inlbriouro it colic do la langonle. linlln, si la quantile (up), a 
I’inslanl oil I’on pose Ax o, cossail clo croilrt* pour dimiuucr, mi do 



80 


APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 

dim inner pour croitro, c’cst-ii-dirc, cn d’aulrcs tcrmes, si la valour do 
la function /'(,r } correspondanlc a la valour donnce do x dovonail un 
maximum ou un minimum, Tordonncc y I- Ay do la courbe serai I 
inferioure d’un cote du point do contact, ot superieuro do l’anlro 
cole, a Tordonncc do la tangcnto, Coinmo il suflit d’aillours, pour 
decider si la function / — f\x) croit ou diminuo, do consnltor lo 
signo dc v", nous dovons concluro, qiTenlro doux valours denudes do 
Tabscisso, Tordonnee do la oourbe sera constammont supdrioure a 
cello do’ la tangpnlc, si dans I’inlcrvallc y" prciul loujours uno valour 
positive; quo Tordonnee dc la courbe sera constammont inferioure a 
ocllc dc la tangonte, si la valour do y" roste ton jours negative; entin, 
que la courbe ot la langonto so travorscront muluolloriiont, si, dans i<> 
passage d’un cote du point do contact a Tauti'e, la valour do y" change 
do signe. Dans co dernier cas, le point (.r, j") dc la courbe sera e,o 
qiTon nonime uti point d' inflexion. Cola posd, 1’origine sera ovidem- 
niont un [mint d’inlloxion pour la courbe 

i.L>, 

i|ui touche ot traverse on oo point Taxe des x, ainsi quo. pour los 
courbes 


<3G) r — .vl.r 5 , 

1 37) r — .r l(.rsinj"), 


qui louchcnt ot traverscnl en eo memo point Taxe des y. Dc plus, 
coniine on lirera dc 1’equalion (5) 


tb) ( , + b)’ 


la courbe representec par Tecjualion (jj aura evidemnionl un point 
d* inflexion dont Tabscisse x sc deduira de la formulo 



• = ~ °> 


et sera equivalentc an carrd de -■ 

a 
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Lorsquo In fonolitm y nl sns ddrivnns sticnnssivos rnslent mill itturs 
(Ians In voisiua^i 1 (Finn* vnlrnr pari ini I inn 1 <!<* ,t\ relic valnnr nn pnil 
prodnirn tin pninl d’iiillnxioii, par rnnsnqurnl it n maximum mi mi 
minimum dc y', (|u’nn vnrifianl Fnqiialion 

(ilH) y" 

11 fan! mi (mini qua, punni Ins quantiles 

v " ,.w -,1V 

la premiere dn nnllns qui tin s’nvanmiissnil pas soil, mm derivnr 
d’ordro pair (In la ronnlimi y. 

On dil, ([ti'iiiio roiirlw ou ti no porlion dn nourlin nmiliium nsl cou- 
nfttvt null'd dnux’poiuls domu'is, lorsquo null’d res poinls nlln m* pniit 
iHro rnieonlrne plus (In dnux Ibis par it no mrmr. druiln. Ola pose, il 
osl clair qu’iiiie rourlie qui mil'erine tin pninl iPinHexion nn saurail 
nlrn, nmivnxc. (Imicnvons, nn uUrl, qu'aprns avoir Iraee la laiifp'iilr 
i|iii passn par In point d’inllexion, on inrun dn no point dnux rayons 
voc lours a dnux poinls lr('>.s volsins siluns snr la coui’Im', I'iiii an 
dnssus, Faulro aii-dossntis dn, lit (angniilo. Olui dn nns rayons qui 
Ibrniora In plus prl.il mi^lc nip'll nvnn hi laii^nnln, ini nvidiMiiiuenl, si 
on In prolong! nn sens nonl rail'd, rnmionlrnr dn nouveau la cmirlu' 
proposal 1 .. Done, la droiln ilonl. nn rayon vnclmir fail, purlin aura Iritis 
poinls nonmiuns avnn la nourlin. On prill dninmilrnr rneorc qui 1 , si, 
pour nun portion dn nourlin nomprisn oit( rts dnux poinls donums, 
Fordomton y el sa derived p''soiil, dnux Idiiclions nonliniins dn Fall- 
snissn a;, doul lit snnondn nroissn oil derroissc imiislanminnl, (amlis 
quo Pnbscisso nuginonle, nnlln porlion dn nourlin sera nmvnxn. Hu 
nd’nl, si nlln pouvail (Urn noupno par imn droiln nil Irois poinls dilln- 
mills A, II, (1, on pmirrail aussi mnnnr dnux langnnlns paralleles ii 
cello droiln par dnux poinls 15, I 1 ’ dn la nourlin, sillies Fun stir 
Fare sous-londu par la onrdr AU, i’aulrn su r Film sous-lniidn par la 
oordn TU’«, el par consequent y' rnprnndrail an jioinl F la mnmn valmir 
qu’au point 15 , no qui nsl eonlro I’hypolhbso adrnise. Aj onions quo, 

OKuvios tie C, — S. II, l. V. It 
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dans cello hypolhesc, la courhc tourncra sa convexilo du cole dos 
y negatives on du cole des y positives, suivanl quo l’ordonncc do 1st 
courhc sera supericure on i n fprio u i*c ii l’ordonnee do chaque lan- 
genlc, avanl ct aprbs ie point do contact, e’est-h-diro, on d’autres 
formes, suivanl quo la valour dop-" sera positive ou negative cnlro los 
deux points donnes. 

II suit encore do cos principes quo, pour decider si uno courhc. 
loume sa convexilo ou sa concavilc vers I’axe des x , on un point pour 
Icqucl y ct y" oblicnttonl des valours didcrcnlcs do zero, il sullil 
d’examiner si ces valours sont des quantiles de memo signe ou do 
signes contraircs, c’esl-ii-dire si le produil 

}'} " 

cst positif ou negalif. 

On appollc points multiples ccux dans lcsqucls vicnncnl se rencon- 
(rer deux ou plusicurs branches do courbos qui no s'arretent pas 
toutes ii ces mcmes points. On pent nommer encore points multiples 
eeux auxqucls aboutissent pour s’y arreter au moins trois branches 
difforentes. L'origine cst evidcmmonl un point multiple pour chacuno 
des courbos 

(3 9 ) y^x’i'-x’), 

(^°) y* = .-r'o — •*>*). 

En effet, la courbo (3p) cst formeo clc deux branches rcprcscntces 
par les equations 

y — — x \! i — y = x i/i — j,' 5 , 

el qui se croisonla l’origine on touchantles droites 

y=—x, y — x. 

Quant aux deux branches do la courbe (4°)» ropresenlccs par Jos 
equations 

y——x*\J i — x 2 , y = x- [/ 

dies sc rcncontrcnt encore si l’origine, mais dies out en cc point 
une seulo el memo tangente qui coincide avee 1’axe ties x. 
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on conslruil uno courbe dont l’ordonnec y soil a l'abscisso x dans Ic 
rapport tjui cxislo on Ire l’ordonneo chi ccrclo, savoir ±y/U 2 — ur', 
ct lc rayon R, colic courbe sera ec qu’on appellc une lemniscnte, cl 
son equation 

(40 It 5 / 2 = ^ ( \v- - ,'c ! ) 

comprentlra coinme cas parliculier la formule (3q). Cola pose, les 
di Hercules leniniscales qu’on obliondra on faisant varicr lc rayon R 
seronl evidcmincnt des courbes semblables c litre clliss, dont cbacunc 
aura sensiblomonl la memo forme quo Ic signo oo, cl presenlora un 
point multiple co'mcidanl avoc I’origine ties coordonnces. 

L'origine osl encore un point multiple oil vionneut s’arrcter qualre 
branches do cbacunc ties courbcs 


( 4<0 

(^y — x arc Lang ^ = x* coso?, 

m 

fy — A =x } cosx, 


\ ‘ + *7 

m 

(y 1 — aj J ) 8 = «r'sin»r, 

( 45 ) 

(/ 2 ~~.r 2 sjn 2 j?) 2 ~ x * sin 1 ® (ang®. 

Ajoutons quo les demi-axes tangents aux qualre branches soul tlis- 

tincls les uns 

tics aulres pour les courbes ( 42 ) cl (43), lan tlis qu’ils 

so reduiscnl 

a deux pour la courbe (44). ct a un soul pour la 


courbe (45). Gcs demi-axes coincident, pour les deux branches tie 
la courbe (da) siluecs du cbtc des x positives, avee les droites 

ct pour les deux branches de la memo courbe siluecs du cbtc ties 
x negatives, avee les droites 
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pour les deux brandies tic la courbc ( 43 ) siluecs du cole des x posi- 
tives, avee les droites 

y — cc, .)' = —•*> , 

el pour les deux branches do la memo courbc situces du cole des 
x negatives, avre les droites 

y = o, / = 

pour les quatre branches de la courbc (44)> toulcs situces du cole 
des a; positives, avee les droites 

r==«» y~ — x i 

enlin, pour le's quatre branches de la courbc ( 45 ). avee le demi-axe 
ties x positives. 

Les points d’arret, ies points saillants, les points do rebroussement 
ct ({’inflexion, les points multiples, etc., eten general tons les points 
qui sc Lrouvcnt silues sur certaines courbes, de rnanierc ii oflYir 
quclques particularites dignes do remartfue, inh^rente. 1 } a la nature 
de ees indues courbes, et independantes de lu position des axes coor- 
do nn (is, soul designes sous Ie 110m coinmun dc points singuliers. Ai n si, 
par cxcmplo, on devra ranger parmi les ]ioints singulinrs d’unc con rite 
ceiix dans Icsqucls la direction dc la langentc ■deviendrait indeter- 
minec. Tel cst, pour la courbc 

t 

Ie point qui coincide avee l’originc ties coordonnecs. Los points sin- 
gulars, el paiTiculieremcnt ceux que nous avons nommes points 
(Van'll et points saillants , ont fount i le sujet d’un Memoirc assez 
t'lcndu, presente en 1824 a I'Academic royalc des Sciences, par 
M, Roche, ancicit elevc de l’Ecolc Polytechniquc. 
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CINQUIEME LECON. 

I) IFFfiREKT I KLLE PE VaTIC P’tNJ! UOUIIMJ PLAMi, ANGLES FOlUltfS I*A II LA TAlSftJftTK 
A CK1TE counnis AYKC LES DR3II-AYK8 DES COOlUJONN tfXS POSITIVES. Still LKS 
tiOURBKS PLANES QUI SR COUPKM 1 Oil SR TOUCWSM’ EN UN POINT DOWtt. , 


Considorons toujours line courhe plane rep re sen If o par nno eq na- 
tion entre deux coordonnoes roclnngulairos x, y, et soil s Parc dc 
eeUc courhc compris entro tin point fixe cl lo point mobile Si 

1’on mono par cc dernier point tine langento i) la courhc, 1’anglo aigu 
compris entro cctto tangente et Paxo dcs x sera cc quo nous avons 
nomine l'inclinaisou do la courhe; et, on dcsignant cet angle par t, 
on Irouvora 

(0 = 

Si, do plus, on trace unc ordonncocorrespondanlc a l’abseisso X-+- Ax, 
les portions dc la courhc ol do la tangente comprises entro le 
point (•»,,} / ) cl Pordonncc dont il s’agit, soront evidcnimcnt repre- 
sontecs par les valours numeriquos dcs deux expressions 

(2) As 

P 

et 

( 3 ) — scct Aj;, 

cost 

tandis que la portion d’ordonnfio comprise- entre la tangente el la 
courhe sera equivalcnto, au signe pres (voir la Legon precedcnle), 
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it nit produil do la forme 

(4) [/'(o’ -h0Ar) — /'(••*)] Ar, 

0 designant un nonibro inferieur It l’unitd. 

Supposons inaiulenant Ie point (a? 4- A x,y -I- Ay) asscz rapproeho 
dn point (x,y) pour quo, dans Ic passage de l’un ii l’autre, los deux 
Inactions y, y' soienl continues, ct la dcrnifcre toujours croissanto 
011 toujours dccroissante. Dans Ic triangle curviligno, forme par la 
rourbe, la tangente el I’ordonnco corrcspondanto it l’abscisse x -i-Air, 
le deuxiemo et le troisieme cole seront dcs portions dc lignes droitos, 
et le premier une ligne convexe. Done chaque cote de ce triangle 
sera inferieur it la somme des deux autres, et la difference outre los 
deux premiers cotes aura line valeur numerique infericure ail troi- 
sieme. Done les valours nuineriques des expressions (a) et (3) diffe- 
rcront d’uno quantile plus petite quo la valour numerique de 1’ ex- 
pression (4), el, on divisant ces trois expressions par Air, on devra 
rondure quo la difference entre i ^ et sect, savoir 

± ^“ S0CT ’ 

a une valeur numerique plus petite que cello do l’expression 

( 6 ) . f'(a> + Qkx) — f\x). 

D’ailleurs, si l’on fait converger Air vers la limile zero, l’oxprcs- 
sion (6) convcrgora evidemment vers la memo limile. On pourra 
done en dire autant dc l’exprcssion (5). Or, on egalanl 11 zero la 
limite dc ccttc dernicrc, on trouvera 

(7) ±~ — s6ct = o 
ou, ce qui revientau memo, 

( 3 ) 


ds — ± sea clx = ± \JT+y*dec, 
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et par suite 

(9) ds-=r ( i H- y’ s ) cl.v*— cl,r~-\- rly 2 . 


II csl l)on d'observcr quo dans la formula (:>), el par con s*'t(| lien I 
aussi dans Jos equations (7) ot (8), on doit re* (Imre lo signo :lr an 
signe +, lorsque I’aro s croit avec rnbscisse a\ el an signo — dans 
lo cas contraire. 13c plus, on lirora dcs equations (7)01 (9) 


(10) 



r/.r 

. d y 

COST “ zh 

dP 

sin r Jt v' 

ds 


dx 

, ds 

stfer dz 

i~“ y 

COSOCT — ±. -- 


iLc 

ff y 


En subslituanl los valours preeddenlos do soot ot do cosoct; dans les 
expressions (7) cle la sceondo Locon, on reeonnaUra quo los lon- 
gueurs designees sous los 110ms tie nornude. et do tan pen te penvenl 
etre presentees sous la forme 


(") 


N 


: -+- 




tl* 


cl.v 


■r 


<ls 

dy 


La corde qui sous-tend 1’arc zfc A.v compris outre les points 
ct (ic + Aa?,j-h Aj) a evicleinment pour mesure lo radical 

(ia) )/Air a -1- A/ 2 . 


Eii consequence, le rapport do 1’arc a sa corde sera 


(.3) 


\s 

\J A.r 3 -I- Aj)' a 


Or, la formulo (9) entraino liquation 


v/c/.r a -|- tlf> 

donl le premier membre (on vorlu cl 11 prineipe otabli a la page .’lo dn 
Calciil (lifleronticl) (’) est precisoinunl la limilc de ^expression (r.'i), 
Ainsi, lorsgu’un arc cle courbe plane devienl injinhnenl petit , h rapport 
cle cel arc a sa corde devienl cgctl d 1 ’ anile. • 


(*) OB acres cie Cauchy, S. II, T. IV. 
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Designons a present par a cl b les angles quo la conic ou secanle 
iiienee du point (x,y) au point (x -i- Ax,y -\-Ay) forme avec les demi- 
axes des .v el.j positives, cliacun de ces angles blant suppose compris 
entre zero el 200". Soient dc plus a, fi les limites vers lesquclles con- 
vergent les angles a, b, tantlis quo Ic point (x -+- Ax, y ■+■ Ay) so rap- 
proclic inclufiniinent du point (x, y), c’esi-ii-dire, on d’aulres termes, 
les angles formes par la langcnle prolonged dans lc meme sens quo la 
eordo avec les demi-axes dcs coordonnccs positives. Les formules (/|) 
des Preliminaircs donnoront 


, r\ A.c , A y 

{ 1 5 ) cosfl — , cos (1 — > 

\/,Ax- Aj ' 2 \/ Ax ! A / 2 

el 1’on on conclura, cn passant aux limites, 


{.(i) 


dx dy 

cos? = cosp — - — 

\f dx " 1 dy 1 \! dx- -t- dy ' 1 


Si dans les equations (iG) on substituc au radical \ldx~ dy- su 
valour Dree de P equation (i/j), on oblicndra I’un des deux syslemcs 
de formules 

/ •. d.r . dy 

(17) COS«= . COSfi= -T-J 

i(s 1 da 

(18) coss: — > cos (3 *~d$' 


Le premier systi'ine dovra etro adoplc, si la langente a la courbe a 
ele. prolongee dans le memo sons quo Parc s, ct le second sysleinc, si 

la langente a etc prolongee en sens inverse. En effet, le rapport 

etant la limite dc scrapositif si Parc s eroit avec x ou, cn d’aulres 

tonnes, si la langente, prolongee dans lc memo sons quo Parc, forme 
avec le demi-axo des x positives un angle aigu et, par consequent, 
un angle dont lc cosinus soil positif. Si cet angle devient obtus, son 

cosinus et Io rapport ^ deviendront cn memo temps negalifs. Done 

les formules (17) ou (18) dovront eLrc preferces suivanl quo l’on 
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designers par a ('angle don l il s’agii ou le supplement do cel angle, 
c’est-a-dire suivant quo la tangcnle ii la oourbe aura eld prnlongde 
flans If 1 sens de Pare s ou eu sens inverse. 

Les angles quo nous arons rcprdseulds par ct el soul dvidernmenl 
egaux, lo premier a I’nngle xqui inesure Pindinaison de la oourbe on 
au supplement de l’anglc t, e’osL-a-dire ii it - - t, le second a J’un des 
angles ^ — t, ^ + t, <|ui sont encore supplements run de I'aulre, On 
aura done 



ct, par suite, 

(20) cos« -O- i'osr, eos |3 - f . siiir. 

Si do cos dernidros formulas on dlimiue cost el sin-c ii I'aiilo des 
equations ('to), on retrouvera les doux valeurs <li> msec el les deux 
valours de eosp founiics par les equations (ij) et(i8). Soulonienl, 
le calcul n’indiquora pas eonunoat cos valours dovronl dire oomhi- 
ndcs entro olios. 

Gonsiddrons mainlonanl deux eourbes planes traodes dans le plan 
des x, y. Soient.u, y los eoordonnoos do la premiere oourbe el s Pare 
de cotto courbo com prig entro on point tixe et le point mobile (.r, y"). 
Soiont do memo L v) les coordonnbes do la socoudo eourbo oi $ Pare 
do ccttc soconde oourbe compris outre un point lixo el le point mo- 
bile (£, •/]). Oil trouvora 

( a r ) (h~ ~ d.v- -I- dy-, dy . - d£*.\ clr,\ 

Do plus, si les langonlos mcndcs ii la premiere oourbe par le poinl (,e, y) 
et a la soconde courbo par le point (g,Y)) sont prolongdes dans les 
monies sens quo les arcs .y et dies Ibrmoronl avoc bis domi-axes des 
coordonnccs positives des angles dont les cosinus soront rcspective- 
mentdgaux, pour la premiere langente, a 

f/.r dy 
ds y ds 


' OJCuures dc C — S, II , l, V, 
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cl, pour la sccondc langonto, a 

di (in 
dq dq 

Par suit<\ si Ton nommc o Panglo quo los doux Ungontos torment 
outre dies, on aura [en vertu do la fonmilo ( 3 o) clos Preliniinairos | 

^ dx di dv df t dx dc + dy d*n 

’ ds dq ds dq da dq 

Los deux tangentcs dcvicndront paralleled lorsqu’ou aura 


tail 

di _ dx 

dn 

dy 

di ds ' 

di~ 

ds' 

mi bicn 

I- 4 J 

di _ dx 
dq~~ ds i 

( if) 

dq ” 

_ dy 

ds 


II Paul observer, cPailleurs, quo les formulas ( r > 3 ) nl ( ‘>/\) pouvmil <Hrr 
rcmplaeees par la seule equation 

(>•>) = 

dx dy 

ile laquelle on deduit 

--i = ^ = ± fof+dh* „+.<k 

chu dy ~ ' " dx ’ 

Ajoulons quo les deux tangentcs eomprcmlronl cnlro olios mi angle 
droit si Ton a eos$ = o ct, par consequent, 

( 2( > ) elx d\ -t- dy d(\ 0 , 

Si dans la fornnile (22) on subslituo pour ds ct dc, lours valours 
tirees dos equations (21), on obtiendra la suivanto 


( V > cos <5 = ± ‘b g + dydg f 

s/dx'+dy* \/d?+d-n* 

Lorsque, dans celtc derniere, on no determine pas lo signe du second 
ni ombre, elle fournit deux valours dc 8 renfermeos cnlro zero ct *, 
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qui rcpresonteiU I’anglo aigu ol 1 'angle obtus compris enlre Ies deux 
laugontos prolongees indetiiiimeul do part el d'anli'o des points (,r, )■') 
el ($, yj). 

Lorsquo Ies deux omirbos so rcucoulrenl on mt memo point, olios 
soul consul's former enlre olios les memos angles quo Ies (angonles 
mottoes par le point donl il s’ngit. Alors on a pour lo point do run- 
eon Ire 


08) 


t - .r, n — v, 


ut Jos angles quo les deux eourbos formenl onlro olios mil evidemmonl 
pour jnesurr los valours do o, ronfermeos enlre zero el it, qui veriiieul 
I’cqualion ('27 V 

O11 cl i t quo doux ooiirbes soul norma/rs 1’uiio 11 aulre loi'squ’olles 
so eoupciil ii angles droils, ol qu'ollos soul tan denies onlro olios 011 
qu’elles so louc/irnt lorsqu’ollos mil, on un point qui lour osl common, 
une langonlo commune, e’est-ii-diro lorsijiio. Dangle aigu compris onlro 
los deux eourbos s’evnnouil. Dans to sooond oas, I’oqtinLimi (2*1), mt 


(29) 


d<\ dy 

iti ~ tia>* 


osl verifier pour lo point do eon laid. Dans lo promior eas, I'equit- 
lion (2G), 011 


(3o) 


I -I 


(In fly 

7/1 tlv 


", 


ost veriliee pour J<* point d’inlorsoctimi. 

Ii est cssenlicl d’observor <j 110, dims li>s (Jivorsos Jormulos ci-dossiis 
otablios, los diflerenliollos tlisparallronl lonles on memo temps qiiand 
on aura olimino <ls, ilc>, dy <>L dq ii l’aido dos dqualiuns (2 1) rminios aux 
equations cl i fTtircu U olios des eourbos proposoes. Dos calculs doviett- 
ilront plus simples si los equations linies des deux eourbos sc pre- 
sented sous la forme 

( 3l ) y -a •]■(£). 

Alors, on vcrlu dos formulcs (,28) ol (a<)), l |)s deux eourbos auront un 
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point 1 ‘ommun corrcspondant a l’abscisso .r si oolte abseisso v«‘ ri lit* 

I'dquafion 

<’> 2 ) A-l')~V(.c) 

el riles se touclicronl au mdtnc point si I'oit a do plus 

(0) ,/'t> r) — F'(.r). 

Au eontvaive (“lies dcviendrout normalos 1’uno ii I’anlro si Ton a pour 
lo point comimin 

U-'O !+/'(, r) l-’'(.o) -o. 

Si I’on representail !os equations itnies tics deux eourbes par 
( J ’<0 J{ v,y) - o, t’u', o ) - -- o, 

el lours equations diflcrcnlielles par 

(36) o(x,y) clx 4 - 4 /{x , y) Jy o, <!>(./•, y) dr -|- \ (,r,j) dy ,>. 

on trouverait, ii la place do la formule (33), 

(,]-) ?( -f, v) . <!•( r,_r ) 

J' ! X(.r ,_)■) 

el, ii la place do la formule (34), 

,)') X(.?,y) r <>. 

On peut, sans inconvenient, siibslUiicr, dans la seeondo dos dona- 
tions (3i) ou (.35), Ics Icltrcs ar t y aux lettres l, -q el suppose) 1 , par 

excmplc, que les deux courbcs soient rep reso nines par I os deux equa- 
tions 


* ==/(*), y ™ F ( j), 

Ators, pour que les deux courbes sc louchonl au point clout Pabsekse 

Ml/r ' il suirira ' cn vcHu (fcs formulos (3a) cl (33), que les valours 
doy ct dc y' correspondantos a cc point restent les memos dans Ie 
passage do la premiere a la sceondc courbc. Au roste, eotte propo- 
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sifion osl evidenle. Cat*, si les conditions qu’on vienl <1 ’('•ixonofii* stml 
rom pi res, il cst clair quo, pout* I’abscisse .r, les deux conrltes auronl 
non settlement la mmne ordnnnec, mats encore la memo Langonlc. 

Examples. - Lcs deux pavaboles du douxidme of tin troisiome degre 
roprcscnldcs par les equations 

( 1o) * j =..»*, .v :-.r’ 

sc touobenl ti l’origiiio cl ont <*n oe porn ( I’axe Jos a* pour langciilo 
commune, altondu quo les deux equations 

(4l) .C 3 — X' 1 (>( '>.f ll.r* 

son l veri/iees 1’uno cl I’atilrc par la valour ,t* • o a laquollo repondenl 
dcs valours ntilles do rurdonnec p* o( tlo sa dorrvco y . 

L’originc osl oncoro tin point tlo contact pour los doux eourbes 

(-| 2 ) , 1 * '--.r 1 , V l** 

clou L la langonlc commune coincide avoc l’axo dos cv, el pour los deux 
courbos 

( 13 ) y -.f ■* 

donl la langonlc commune so eon I’ontl avet: I’axo ties y. 

On nomine on general parabo/e du degre a on nno oonrlio donl 

I’equalioi) en coortlon neos reclangulaires pent dire presentee sons la 
forme 



a designanl unc conslanle positive. Cola posd, il osl clair quo Jrs 
parabolcs 

(45) ■ y A .t" , ) ■ H.P' 

se loucheroiit a I'origino si les quanlilds a, A sunt (oules deux siipe- 
ri euros ou joules deux inferimiros a I’unilc, el qu’ollos auronl pour 
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langonlc commune, clans le premier cas, I’axc des x, dans Jo second 
eas, I’nxo (Jos y. 

Nous terminei'ons cetle Lec;on on etablissanl un llieoreme qui osl, 
fori utile dans la llieonc dos contacts dcs courbes planes el quo Ton 
pent enoneer coniine il suit : 

Tin.oitMir.. — lit ant d ounces deux courbes planes qui sc tauchcnt, si, 
it parlirdu point ile contact, on parte sur ces courbes pro Ion pees dans le 
mime sens des longueurs egales, metis Ire's pet, lies, be elroite e/itt joindret 
fes exlremites de ces longueurs set a sensiblement parallclc it la nort/utle 
commune ciux deux courbes. 

Demonstration. — Supposons quo les longueurs egales, porters sur 
la premiere cl la seconde oourbe ii parlir du point de contact, abou- 
lissent, (Pune part au point (x, y), de l’aulre au point (£, q4. Soionl, 
de plus, s et q les arcs renl'ermos : i" entre un point llxe de la pre- 
miere courbc ut le point (cr (i y); Centre un point lixo de la seconde 
oourbe ct le point (£, q). Tandis quo les coordonnoes tv, y; q varie- 
roiit simullandinent, la difference 


s — ? 

restera invariable cl Ton aura en consequence s s -\- const., 
(4G) dq - ds. 


Soienl d’aillcurs v, § les angles quo Ibrme avec les demi-axes des 
coordonnoes positives la tangonte commune aux deux courbes, pro* 
lougec dans le mcme sens quo les arcs # et ?; a la longueur de la 
droite menec du point (<, q) au point (.-r.j); enfin X, p les angles 

tjne forme cette droite avee les tlemi-axes dcs coordonnoes positives. 
On (rouvera 


(47) 


( 48 ) 


cos a ™ 


dx 

Ih 


<k' 


cos — 


dy _ df\ 
its di ' 





CA LCIJJj DJFKKUKNTlIiL 


el I’m) lircra do a fornmios (31) mini os a l’oqualion (46) 

f/.i - -(- d) "■ dp- -1- do 1 
on, 00 (jin roviont an memo, 


n:; 


(”>o) (dx -y- di) {<I,u - d£) + (dy -h do) (dj —do) - 0. 


Or los equations ( \-j) donueronl 


(">0 


d.r d£ 
COS* 


dy 4- d o 
cos J 3 


d\ df - 


’’ f/.V. 


Do plus, on faisan l converger li vors la limitozoro, dans la form tile ( 3 ) 
do l’Adililion plaooe a la suilc (los Leyons de Calciil infinitesimal (' I, 011 
on conclul quo, dans le roisinage d'une mleur part ten Here dr x qui fait 
eranouir deux functions donnees, lc rappo/l mire res functions differe 
Ires pm dn rapport e.nlre /ears derirees el, par consequent, du rapport 
enter lews different idles, quueul mime res different ielles el res derirees 
s' dean on ira lent a lew tour pour la rnleitr par/indie're don/ if s' a git. lin 
uppliquanl 00 prinoipo aux seconds nioniliros dos equations (/i<)), 011 
roconnailra quo los quantiles eosA, crisp. pcuvenl etro determiners 
approximaliveinent par los fonnulos 


(,b) 


COS?. — - 



COSp “ 


do - - dy 

<h 


On aura done it Ires pou pros 


( 53 ) 


dx — d£ 
C0S?1 


dy - -do j 
cosp 


Cello dorniore equation sera d'antaiU plus oxaele quo los points (.r, y) 
ot (i*. vj) so Irouvcronl plus rap [troches du point de contact dos deux 
con rites. Si maintcnanl on romplaco, dans la formulc ( 5 o), los diffc- 
roncos 

dx -l- <•/£, dy I - dn 


par los quantiles oos«, cos (3 qui sent onlrc olios dans lo memo rap- 
port, cl les differences 

dx — d£, dy - do 


l'; ORtwrcs de Cauchy, S. II, T. IV, jt, ef\ I. 
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APPLICATIONS DU CALCUL INI- J NLTKS1MA I 


jiar des quantiles proporlionnolles a cos differences, savoir rosX (4 
cosia, on troHvera tloihiilivoincnl 

Ck'i) cosarosX -i- <'nsj3 cosp --=<). 

Done, la droitc incline chi point (£, q ) an point (.r, r) sera sensiJile- 
inenl perpencliciilairo ii la langenle commune aux deux eourlies on, 
co (|ui revtenl an menu', sensibleinent parallels a la normale com- 


mune. 



CALC UP. D I F V IS RENTIER. 


!)7 


SIXIEME LECOJV. 


dr u counitun i: d'u.m: cm.itiii: i>i.anr kn un point donnC. iuyon m: coiirnit'BH, 

CRN'TIIR UR fiOUlinumi KT CKIICI.K OSCIJr.A'l'iAm . 


Soil R 1c rayon d’un enrol o qui louche nne droilt* on un poinl 
domic, Si l’on fail croilro intloftnimonl le rayon II, la portion do la 
circonferencc qui avoisino lo point do contact s’approeliora sans 
ccsso do la droile dont ii s’agil ol so coufnndra soiisililninonl avoo 
cette droito lorsque lo rapport d* difFerora tn'*s pen do zero. An ron- 
trairo, la circonferencc so courborn do plus on plus si, lo rayon It 
venant ii diminucr, le rapport ~ doviont do plus on plus grand. tin 
consequence, il ost nature! do prendre eo rapport pour la mosuro do 
eo (ju’oii peul appelcr la courbure du cerr.la. Soiont d’ailleurs at, y Jos 
coordonnccs d’un point quolconque do la circonferonoo, t I’inclitiaismi 
on ce point, s Parc ron for in 6 outre un point fixe ot lo point (.r^v); c'ntin 
Ax, Ay, Ax, As les accroissotnonls (juo pronnonl ees diversos variatilos 
quarnl on passo du point {x, y) ii un second point nssoz rapproelio 
pour quo I’inclinaison croissc ou decroisse Loujoiirs dans Pinlorvallo. 
L’arc rcnfcrnic entro les deux dorniers points sera prdeisdmon! A: As, 
et l’angle compris entre Jes rayons qui nboulisscnl uux exlrdmiles do 
cct arc sera egal ii l’angle ± A-v compris entro ins tangontes pstrcinos, 
Cola pose, on aura ovideminonl 

db As = dr It At 

el, par suite, on trouvera pour la courbure du eorelo 

<0 


s At 

H A.t ’ 


i a 


OEuurcs de C» — S, II, t, V. 
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APPLICATIONS J)U OALCUL INFINITESIMAL. 


Conccvons mainlenanl quo l’on dcsigno para;, y; x -i- A.r, y -I- Ar 
1 us coordonndes da deux points silues, non plus sur line eireonfe- 
ronce de cerelc, mais sur uno courlie qnelconque, el assn/, rappro- 
rhes l’li n de l’aulre pour quo I’inclinaison t eroisse on deeroisse 
d’line inanii'ro continue cnlre les exlremilds de Taro ri: As. I,n rapport 


varicra on general avee l’arc dr As el sera ee quo nous appellorons la 
courbnre. moyenne de cel arc. De plus, si le point (.v -\- Am, y -|~ Ay) 
viont a so. rapprocher indefiiumont du point (as y), les deux quantiles 
dr As, dr At convorgcronl siimilfanemonl vers la limite zero. Mais la 
limite. vers laqucllc convcrgora lour rapport, savoiv 


( 3 ) 



sera on general une quantile linie, quo nous nonunerons la courbtur 
dc la courbc an point (x,y), 

L’anglo ±: At compris on Ire les langentcs extremes de Parc -bAv 
cst ce qu’on appolle ordinaireineut V angle decanlhigvncc. 

Lorsquo Parc dr As osl Ires petit, sa cordo est sensiblement perpen- 
diculairo aux deux normales nienees a la courbe quo Pen considere 
paries points (x, y), (x + Ax,y Aj'); el. la distance du point (.r, r) 
au point de rencontre dos deux normales est sensiblement equivalent!' 
an rayon d’un cercle qui aurait la memo courburo que la nuirlu*. Kn 
eflet, soienL r cotlu distance cl p la limite dent die s’approehe iiule- 
finiment. Dans le triangle forme par les deux normales oL la eorde de 
Parc dr As, I’anglc oppose ii cettc cordo sera dvidcnunenl ogal ii Pangle 
de contingonco ± At, la nil is quo Pangle oppose an cote y diUcrora 
tres pen d’un angle droit. Done, si Pon designe par e uti nombre inli- 
niment petit, on aura 

sin (- drs") 

\a / _ _sin(dr At) 

r \l~Ax* -i-~Aj' a 




CALC LI L 1)1 F F K 11 E N 'J' 1 K L . 


1 ) 1 ) 


On on conclura, en passant aux Unifies, 


i 

P 


-I- 


<ty x 


mi, cc qu i revicnlau memo, 


( 4 ) 



Or, il rcsullo evideinnii'nl tie la formuln (/|) (|uo p exp rime lo rayon 
(lu corclo dont la courbure ost ogalo a _k ^ • (In rayon, porle it [>:u'( t r 
(lu [loinl (j?, y) sur la normal t> <jiii renlorme no (mini, esl, no qu’oii 
nomme 1c rayon da courbure do la courlin proposer, rrlatif an point 
donl il s’agit, el l'on appclle centre tie courbure nolle lies rxtrrmitrs (In 
ravon do courbure quo l’on pout consideror (toman! I(! point do rrn- 
eontre dc deux nomialos inlinimonl voisines. Lo eorrle <|iii a no der- 
nier point pour (MMtlre cl lo rayon do nourburn pour rayon sc nomine 
cerate dc courbure nu cercle osadaleur. 11 louclio dvideminenl la coiirlie 
donnee, a la memo courbure qu’elle el lourno sa coiioavile du memo 
cote. 

La courbure ot Jo rayon do courbure d*uno onurbo peuvent el re 
prusentes sous diversos form os qu’il esl bon do eonimilrc el quo 
nous aliens indiquor. 

Si Ton premia; pour variable indcpendanlo, on aura (premiere el 
cinquienie Logons) 

r" 

tau8-r--±:/, t -- rl: urn lang/, d~ n dx t 

i i - y 

c/s :z dr, \/i -b f ' 1 du\ 

el par suite, I’bqiialion ( / |) donnera 


(5) 





A I’inspoclion do cotlo dornibre form tile* on rooonnait immodialemenl 
quo la courbure dovient null is el le rayon (lo courbure infini Imile.s 
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APPLICATIONS DU UALCUL INFINITESIMAL. 

Concevons inainlonant quo l’on designe par sc, y\ .r + Ax, y 4- Ay 
Ics coordonncos do deux points si lues, non plus sur line circonle- 
l-ence do corclo, mais sur unc courbe quelconque, cl assoz rappro- 
ches Fun do l’aufrc pour quo l’iiiclinaison c croisso ou decroisse 
d’unc maniero continue entre los extremites do 1’arc ± As. La rapport 



varicra on general avoc Fare ± As ct sera ce quo nous appcllorons la 
caurburc moyenne de cot arc. Dc plus, si lo point (x -I- Ax, y 4 - A)') 
vient a se rapprochcr indbfiniment du point (sc, y), los deux quantiles 
±.As, ± Ax convergcront simullauemcnt vers la liniite zero. iMais la 
limito vers laquellc convergcra lour rapport, savoir 



sera cn general une quantile finie, quo nous nomrneronsla combine 
dc la courbe au point ( x,y ). 

L’anglo ± At compris entre les tangentes extremes do Fare rfcAs 
cstce qu’on appclle ordinal roment V angle decontingencc. 

Lorsquo Fare ± As est tri's petit, sa corde esl sonsililcment porpon- 
diculairc aux deux normales mcnees ii la courbe quo Foil consider*! 
par les points (a?,/), (x-\~Ax, y +• Ay); ctla distance du point (ct',y) 
au point de rencontre dcs deux normales est scnsiblemont equivalent!! 
au rayon d’un cerclc qui aurait la memo courburo quo la courbe. Kn 
effet, soientr cetto distance ct p la limito dont cite s’approche indb- 
finimcnl. Dans le triangle fortue par les deux normales el la corde de 
Fare rfc As, Fangio oppose a cettc corde sera ovidemment cgal it l’angle 
do contingencc ±Av, tandis quo Fangio oppose au cote /• diflorera 
tres pou d’un angle droit. Done, si Foil designe par s un nombro inli- 
niment petit, on aura 

sin (~ is) . 

\3 / _ _sm ( ± At) 



»u 


CALC U L l)fl f FI5 11 ENT 1 EL. 
On en conclura, cn passant aux limilcs, 

L-.±._ ,h 

P \/tLv 2 h- dy* 

on, ce qui revicnt an memo, 

’ i % clx 

«> 5 r?=t 3S* 


Or, il reaulle 6videmmenl de la formula (/\) quo p exprimo lo raytm 
du corcle dont la courbure os I dgalo h dr • Co rayon, porld it partir 
du point (a?, y') sur la normalo qui ronferine o.e [Miinl, esl on qu'on 
nomine lc rayon tie courbure do la eourlic proposin', rrlalifati point 
dont il s'agit, et I’on appelle centre do courbure celle dos exlrdmiles du 
rayon do courbure quo l’on pout cousidcrer coinino lo point do ren- 
contre dc deux normales infiniinonl vo i si n os. Lo cerolo qui a ce der- 
nier point pour contre ct lo rayon do courbure pour rayon so nomine 
cercle de courbure ou ccicle oscttlaleur. II touolio evidemiuent la coui'lu’ 
doiuico, a la memo courbure qu'ollo et Lourno sa omioavile (In mdine 
cote. 

La courhure ct lo rayon do eourlmro d'uno oourbe peuvi'iil dire 
prescnlcs sous divorsos formes qu’il esL bou do rniinaitiT cl (|iie 
nous aliens iiuliquor. 

Si Ton premia? pour variable indcpcndnulc, on aura (premiere cl 
cinquiemo Logons) 

y" 

laugT = ±/, r ---i: lire laiiR/', th-. •* ( j ^r/r, 

tls -h \J I y : - dj‘, 
otpar suite l’oqualion (i) donnora 


(5; 


0H~/ a ) 3 


y 

sde J r 


A l’inspection do cottc derniere fovinulo, on recommit imniedialomenl 
que la courbure devient nullc el lo rayon de eotirburo i n (hi i (miles 



JOO APPLICATIONS I) U OALCUL INFINITESIMAL. 

les fois quo/" so red nil a zbro. Alors !o corclo osculaleur so trans- 
forme on une clroiie ct so con fond avec la tan gen to. (Vest oe qui a 
lien, par exemplo, pour ie point cl’lnfloxion do la courbo y = x n e(, 
on general, pour tous ies points ((’inflexion dans lo voisinage desquels 
les fonclions/' et y” restent continues par rapport ii a*. Si, pour un 
certain point, la valour do y" devenait infinic, sans ({tie la langcntc 
fut perpcndiculairo it 1’axe des x , la courlmre sera it clle-meme inlinio 
et le rayon do courburc s’evanouirait. Enfin, si les quanlitbs y’, y" 
devenaient toutes deux infinios, la fraction 

r" 

, + ! L 

se presentorait sous unc forme indolorminee. i\fais on pourrail fixer 
la veritable valour de cettc fraction ii I’aide dcs principes etablis dans 
le Ccilcul diffdrenliel, 

Quolqucfois, tandis que l’abscisse x vario d’une manihre continue, 
le rayon do courburc change Imisquomcnl do valour, (lotto circon- 
stancc pout sc presenter, non sculcmcnl dans les points d( l s oourbes 
quo nous avons nommes points saillants, lovsquo la fonotion y' doviont 
discontinue on changcant brusquement do valour, mais oncoro dans 
lo cas oil, la fonclion y' res tan l continue, la fouction y" offre des 
solutions do continuilc, Par cxcinplc, olio a lieu dans ohaeuno des 


courbos 



(6) 

II 

[^i -h arc Lang 

(7) 

8 

il 

f i \ 

i -h arc tang- b 
V as] 


pour le point qui coincide avee l'origino des coordonnocs, Ioqucl csl 
tout a la fois un point saillanl de la premiere courbc et un point de 
contact de la sccondo avec l’axc des a?, fin cffel, on roooiinailra sans 
peine, a 1 aide do la forinulo (5), que, au moment oil la variable a?s’cva* 
nouit pour changer do signo, 1c rayon do courburc do la courbc (fi) 


CAT, CUI, DlPKftKKNTltiL. 
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pilSSC til' 111 YUlt'lll 


I 


r 

.)■ 1 

i 

r ii 

In viilcm* - 

Ys d- . 


V *} 

/ 


* \ 

Lv-» 

j 


cl 


■ eclui do In cnurlm ( 7), dr In vnleiir 1 li lit vain 11c • 

I.m'sqtic, dims l;i (‘01*11111 In (■'>), ,011 subsidin' 11 scot = - \/i -j- y" a !e 
rnppnrl enlre In nnrmnle N id, In vnlctic niiinoriqitn de rordonnee y 
| roir retj nation (n) tie In detixieme I, neon], mi Iroiive 


cm 

id. 1*1111 (Ml rone I III 
( !) ) 


r'f" 




l 


N 1 

.r’.y'’ 


On <li''l«*rtni in* liio.ilemenl, h I'nidc do I'cifiinlimi (p), Ins rayons do 
roiirlniro dc illusion m o.ourlios, uinsi quo nous nllcms lo fairo voir. 

/i.vt‘/n/)fr /. Cononvnns quo, In etiiisliiule /> idiml positive, nn coii- 
siiliTe In etui i*I m t repiTsonlen par 1 Vxj 11 a I ion 


(H») 


y* l 


Celle cmiclio seen nun ellipse, mm paralxiJo oil tine hyperbole, suivanl 
i|iin In (juiiitlitn tf situ nc}pil.ive, imllc ou jiosilivn. l)n plus, on recoil- 
n a ilea suns pniuo : 1" t|tic I’iixo tins ;v coincide liven. 1111 axe tic In 
einirlie id J’oei^ine uvc.c line exlrdmilo dc net nxe; ((lie, dans In 
ens on In eoiislniiln q siirpassc In qiuiulile • r, f> rcprdsenl.o Ic parti- 
mid re, e’esl-ii-dirn I’onlononii eleven jnir tin Ibynr de In nourbn, Or, si 
I’tui di tlVi rnil.ic* I'eqiinlion ( 1 o) f on imi ticern 


J’/ I> 1 tf* 


tdi jin i* siiile, 




y\V n pi j I //'. v* /»*-! '//*, -!•(/, 

[inis, on (liUcrnitlianl dc nouviuiu eldivisanl puny'', 
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APPLICATIONS DU CALCUL INFINITES IMA I.. 


edit pose, [’equation (9) domtora 


N’ 

(") p -y 

Ainsi, clans la courbo (to), lo rayon do coarburo ost dgal an cube do 
lit normal 0 divise par lo oarrb do la longueur/;. Si l’on remel pour N 
satalour 

N [/>»+ ( I -I- q )f-r . 


la formulo (9) doviendra 


( 12 ) 


9 — 


r/J a -t-(i + i/)y»]* _ I p- - h ( I + <7 ) ( a/> a? -h 7 .r* ) | * _ 


P- 


ISnfin, si la courbo proposes so rod nit a la parabola 
(i3) j s — 2 /).r, 

on aura simplemenl 


(• 4 ) 


0 _<£L+2l>! 

r P 1 




Lorsquc, dans les formulos (10) ot (12), on pose x o, on 011 lire 


J — O, p--/K 

La memo remarquo ost applicable aux equations (i 3 ) et (i/|). On pout 
on conclure quo, dans la parabola, dans l’cllipsc ot dans I’hyperbolr, 
lc rayon do courburc correspondant au sommel, a uno oxlrdinile. du 
grand axe ou it uno cxlremite do Faxc reel, ost equivalent au para- 
mo Ire . 

Example II. ~ Considerons l’cllipso ou Fhypcrbolc dont a el b soul 
les deux axes ot dont 1’equation cst 



CAI.CIIK I) I Kl’Mill HNTI HL. 

Isa oporanl oonmio dans lo prouder example on Irouvera 



UK) 


[lllis, Oil 

soomnlo 

<« 7 ) 


romolliinl | mu r N sa valour liree dos I’omniles (ia) do la 
Lopon, 


{ h \y' 1 o’., .r ,J V 


f ^ 

\tt l ' 1 

\ it* 

h ' xJ } 


C ill (ill 


Si I ’it n nonsidoro on parlioulior I’ollipso 


('») 



,o 8 

/>* 


on ti'ouvora, | mi u i* lo rayon do. ootirluiro a I’exlremilo do I’axo 211, 

l>* 

0 

* 11 

ol, pour lo rayon do ootirluiro a i'oxlrnnito do I'axo a//, 

«* 

P h' 

Alors, si ‘ut represoulo lo proud u \r . ^ sera lo parainotre desipne 
dans lo prom ior oxomplo par la oonslanlo p, 

Ha rniplc III. • C.ousidorons la oyoluido dans laipiollo I’ordomiee y 
ol. sti dorivoo v' son L dolorininnes par los fnmuilos (•>.',)) oL (2!)) do la 
soooitdo Loeon. On liroru do la lonmilo ( a/») 


y n 


i» 


•ill 


m applications I)U calcul infinitesimal. 
puis, on differontianl et divisant par i /, 

/=-$» /Y=- Rr=-iN* 

o(, par suite, 

]S'3 

(19) P-pp^N- 


Ainsi, dans lit cyclonic, le rayon clp conrbure esl double dc la normulc 
lorsqu'011 prciul la base pour axe des x . Par consequent le rayon tie 
courbure s’evanouil avee la normal® el la courbure csl infinic dans 
tous les points ou la cyclolde rencontre la base, c’esl-h-dirc dans Ions 
les points de rebroussoment, Limits quo, dans les points les plus «lni- 
gnes de la base, [crayon dc courbure dovionl 6 gal an double du tlia- 
metre du cercle genera teur: 

Concevons maintenant quo 1 ’on cesse de prendre I’abseissoa; pour 
variable independante. On trouvera 


1 dy 

iaiigT - ± ^’ 


t = ± arc tang' -4- > 


A 

* dx ' 


(k—± 


_ , dx d 2 y — dy tkx 


dx' 1 H~ dy 1 


ds=z±[dr*+ </yy> 


ot la formulc ( 4 ) ilonncra 


(*o\ 


i 

P 


dx d\y — dy d l x _ dx d 1 y — dy d 2 x 
(dce*-i-tly'-y dsi 


Dans !c cas particulicr ou Pon consider® Pare s coniine variable inde- 
pendante, on pout transformer le second lrienibro de la forimilo (20) 
de manierc qu il renferme sculement les deriveos du second ordre ties 
coordonnccs x et y par rapport a Bn offet, si l’on diffdreiUio I’equa- 
tion 


dx 2 ds 2 , 


en regardant ds commo uno quantile constante 

( 2 1 ) doc d' : a' - 1 - dy d i y o, 


on aura 



cai.cuij i) f r vim knti ki 


m 


i*| Con hi <Miitrlur;i (i't>ir V Analyse algvhri<(tn\ Nnft 1 II) 


d'\y 

tU 


tf'.r tly t! x v 

ity *! r' A i (ty A 


i 


I i ofyy\\ 

[thi A \ r/r*)' 


pnis, hi rnrivaiil ds' J an lien dr tLv' \ <(v'\ 


*h <l' l y i ( |* 

(h' x (is 


(mla | h > s r» on lirrra ilr la Ibrmnlr (°n) 


<•<■*) 


I | - (^r)T I 
p d\ A I \ /A * y \ if * 2 ) I 


Ajmilons (juts si, n parlir du (mini U\y), on poiic siir la murin' 
(Ioimioi 1 of sm r sa hi n*;< l nhs prnlnn;pms dans ir inrinr sans cjiio fair >v, 
dns loiitfiiHirs b^alrs i i f in linimriil pi'lilrs rrprrSHilH's par t\ nil Iron* 
viTHi poll i* li\s nmialuiniros dr IVxImnifr <Jr la sorondn hiii«iu i ii r, 

. tf,r , tl y 

■ r ' ' ,h ’ > " its 


o(, |)ou i* les luim'iloiiiiH'K (In I'exIiTiuiln do In premiere, 


.c i 



t* i t f\r 
M V tls* 



Y ! / 


f/y 


/ J / rf l r 

1 ,U- 


•V 


I, J ilosi^iiiini ill's ijiiiml, ill’s i n (i ii i inrii I pelilrs. Done, si I’on nornme u 

In (lihliiue.o fit ( i‘(' les exlreuiiles do res deux loii^iieiii’s, on auru 


h 


/» 

■I 





el, |inr sn i l.e, 
l» 3 ) 



iim 


•I M 
I ' 1 ’ 


Dr eelle derniere rnnniile, emulimer ovee l*«*(|tiartiui on lire 
(S/|) [) lllll,^’ 

Kn eoiisi'ij lienee, pottrohlc/iir lc vavim d<' vourinar. d'unv. rourhv rti irn 
OLitvt ea tie (,\ - - *S. I (, I. V, 1 *1 
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APPLICATIONS I)U CALCUL INFINITESIMAL. 


point domic, il sujfil dc porter stir celte courbe el ,mr sa tan genie, pro- 
lan pecs dans le memo, sens, des longueurs egales el infinimenl pe.lites , el 
de diviser le cat re de V une. d’elles par le double, de la distance comprise 
nitre les deux exiremiles. La limite tlu quo Lien I. esl la valour oxaote ilu 
rayon do courburc. 

Lorsqu’on veut appliquer les formulcs (/>), ( 20 ) on ( 22 ) il la deter- 
mination do la courburc tl’uno oourbo, il faut conimoncor par oxpriinor 
los difforonticUcs tlu premier el du second ordre ties coordonnees x, y 
on fonction dc cos coordonn6es cl de la differenticllo do la variable 
independanlo. On se trouvora dispense do refaire dans eh a quo caw par- 
110111101* un calcul de celte cspcco, si Foil cmploio la formulo genomic 
quo nous allons etablir. 

Soil 


(» 5 ) 


11 — o 


I’equation do la courbe donneo, u designant une fonction des rnnr- 
donnees rectangulaircs x, y, K 11 diflbrcnliant celte equation deux Ibis 
dc suite, on en tirera 


(■>. 6 ) 

, v du „ On „ 

( 37 ) 

cl, par consequent, 


On . On , 

~, djc + - () ~ <h f = 


Ox 


(<Tut . tPu . j 0-u . A 

[ie lU + * DTK cU + ip d n 


( 08 ) - y - = " -- — ( !l _ ± 

d ± °_!L ^ <hl •/,. 

Ox Oy Ox 

On aura done 


(dx'-h dy 1 ) 1 






(OuV 

\0y) 


dxdty-dyd^^ !>“ ( py) 

[fduY (du^O* °y ) 

IA<W + W 


± _( L_ (#* dx * + 3 J11L (lx f(v . <>L“ d) A 

(day /(htyv ^ dXdy <)}A ' ' 

\dx) + [by) J 
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Do relic dernierc (oriuiili'i coinhincc aver l*i*i| mil i r»n (',*<>), on eon- 
cl tiro 




<)' u . . iPu . . O'-n . . 

,/./* | a tint) i <!\ • 

tl.r- ihrt/y • d> J 


I' 


(<’/./' 1 I i/y‘) 


(On Y J /i)//\ 1 

Ur) 1 Ur) 


]in is, on romplacanl Ics dilloi’oulicllos 

f/.r, i/y 


I liir Ics i| iiiiiil i Ics 


Oil 

Oi 


cl 


On 
, ).r' 


<| ii i lour soul resfiorlivcnicnl propm'limuielJes, on Iriiiivci'a dolinilive- 
in i*n I 

/o «y iPu On On O 1 a * //i«y i)‘u 

I ( i 0) ) O.r 1 O.r Or O.r it y \ O.r ) 

f' I'/'*" X’ (Oll\‘ r 1 

I W ' U ) I 




Si Ics variables ,c, r elaienf scpai’ccs dans I V*t| mil ion (Vi), e'esl-ii-dirc 
si la Ibnclioii ii i;c coai|insail dii ileus parlies, dnnf I'nnc ronl'miial la 
sonic variable ,r cl I'auli't' la smile variable v, on anrail 


tPn 

O.r 


cl la Ibruitile ( do ) se roil ni rail ii 


(.In 


/On y o''ii / On y <)•'// 

\ O.r) ,)y' 1 l dr/ ilc-’ 

1 

i Jii \' J / On 

U'V 1 (dr 


Si I’iiii applique la Ibrinulo (do) mi ('ll) mix oourhes rnpri'Honloos 
par Ics ('•qualiuns (in), (id), (in), ... on obliondra do nouveau Ics 
valours do p quo liiiiriiissont I os equations ( i a), (i/j)> (17) 



108 APPLICATIONS I)U CALCUL INFINITfiSIMA I- 

En lorminant cclle Lo$on, nous fcrons observer qu’on pent. 
la formulc (4), substiluor a 1’anglo ■? I’uno quclconquo tlrs valours 
dc propres a verifier I’cquation (5) do la premiere* .Lecon, e’est- 
ii-diro unc valeur do la forme 


(3a) , ^ = ± /urn- are tang/' = ± «tt±t. 


n designate un n ombre on tier qudeonque. Alors In 
deviont 


(33) 



formula (4) 


Nous ajou (crons quo le centre de courbure correspondant au point (a?,.y) 
sera place, par rapport it ce dernier point, da c6le des y positives on cl it 
cdte des y negatives, Sudani que la valeur da rapport 


sera ellc-m&mc positive on negative. En e/Fot, le centre de courbure 
etant lo point d’intcrscction dc deux normalcs infiniment voisine.s, 
il est clair quo la courbe tournera toujours sa eoncavite vers ce memo 
centre. On en conclut, cn prenant x pour variable indepcndanlo, el 
ayant egard ii la re marque dc la page 8i>, que le centre de courbure 
sera situe, par rapport au point (a?,/), du cote des y positives, si la 
valour dc y" est positive, et du cote desy negatives dans lo eas con- 
Iraire. D’ailleurs, en prenant toujours as pour variable independante, 
on tire de l’equation (32) 


(35) 


# y" . 

(lx i -hy 1 ** 


et comine, en vertu dc la formulc (35), les quantiles 


dx ’ 


7" 


soront toiitcs deux positives ou toutos deux negatives, on po urra evi- 



C.VUIUI, m m%HKNTIKl.. 


uid 


c Inn iiirii I rmisiilhT Ic* si^nr ilc Jn pi'cmicrc ;m lien dn sipnc dr In 
sn'nniic. Si, dr plus, on nliservr i|iir In viilcm* ic si»ric ilu rnp- 

porf rcslnil les jiiciucs, tpicllc <|iicsiii( In v;i liuhlc imlrprmlnnlr, 

mi sc li*n nvn’ji imiiiciliiilcincnl rsim **nc* mi principc qti'il s’lipisnnil 
il’cliihlir. 
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SEPTIEME LEQON. 

llf,Ti:it'IL\ATIO> ANALVTIQUr. 1XJ CEKT11E !)H fiOUItlUIMi d’uNB COMtllH PI.ANII. 

■riiftonru ucs ufiviir.oi’PiiFs ht i>es dCvkiopi’antts. 


Soienl p le rayon do courburo d’uno courbo piano oorrespomlanl an 
point (ct\j), ot 7) los coordonnccs clu centre do courburo. Co <!onlro 
n’dlant autre chose quo I’extrcmilo du rayon p, porto sur la normalo 
a parlir clu point (x,y), cl clu cote vers loc[iiel la eourhe lonrno sa 
con cavite, les coercion necs vj veriiicront eviclemmonl los cloux equa- 
tions 

(0 (£-^) 2 +{-/)-j)^p» 

ot 


( 2 ) {£,~x)djc-\-(-n~y)cly = o, 

desquollcs on deduira la formula 
( a ) 1~j: -f- [(j) — y ) 5 _- ! ; (J :r yJl E _ p 

(U ~ lIy {dx* -v-dy'y " ds 

Do plus, LI re sul to du principe ctabli ii la fin do la Logon procedonle 
(juo, si Ton appelle ’-b 1’uu des angles determines par la Porninlo 


(4) 


. | dy 

l,n *+=;E 


J 


rj v ot le rapport scront des quantiles do memo signo. ISn ayant 

ogard ii ce principe ot a 1’eqnalion (33) do la memo Logon, on tirera 
de la formuto (3) 

( 5 ) 

• dx — dy c/ij/ 



t-l, par suite, 
( 6 ) 


C A LC UL t> I F F 15 H E N T I i! L . 


m 


cl.r „ tfy 

• 0 ~y—^, 4 .v~— • 

Los equations ( 6 ), comprises i’uno ol I’ mil it, dans fa lonnule (“>), 
sufliscnl pour determiner Jes ooordonnoes du con (it do eourlitire 
d’une courho plane. 

Si l’on prend x pour variable indcpendanlc, on Irouvera, on multi- 
pliant chaque membre do la formulc (5) par (Lv, ot subsliliuml a 
sa valour tiree dc 1’cqualion (35) (sixietne Le<;on), 


( 7 ) 


■n-y- 



_ n-/* 
-y« 


ou, ce qui rcvicnt au memo, 


( 8 ) 


r -I- V n 

*-y=-yr-' 




/* 

y" 


Si Ton eesse do prendre x pour variable independent! 1 , na- 
tion (/|) donnera 

cty __ if dy\ dx d*y — dy d*x 

cos 1 -^ ~~ C \dx) dx* 9 

i dx d 2 y dy d*x dx d\y — dy d*x 

c{ r— j ^ c i x i ~ “ c/x 2 ~h dy' 1 1 


ct ics formulos (5), (6) deviondronl rcspcctivonioiil 


vi— y _ € — ■*> _ <Jy^ 

dx - — c/y ” " c/ci? d*-y — dy d 3 * * x 1 


(io) ri'—y — cte 


-i- dy 2 

dx d 2 y — dy d* x 9 


X ~ 




dx*-i- dy' 1 


dx d*y ~~ dy d 1 x 


On aura, par suite, 

( II ) (l-x)d 2 x -h ('H -y ) d*y =■: dx* -{- dy 2 ds\ 


on, co qui rcvicnt au memo, 
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(I est lacilo d’oblcnir dire element cetle dorniero equation. 15 n eflet, 
soienlX, jj. les angles quo la normalc, prolongeo du cb to vers lequol 
la courbc tourne sa ooncavile, forme avec les demi-axes des coordon- 
nees j>osi lives. On aura evidemment 

. , . £ ~ cc . r, -y 

( i3) cos/, — cost/. 

p P 

(lonccvons, do plus, quo Ton prenne 1’are s pour variable indepen- 
dante, et qu’ii parlir du point (a:,/) on porle stir la courbe et stir sa 
langenie, prolongees dans le memo sens, des longueurs egales el 
inlinijnonl potiles reprcsonlcos par i. Si l’on appcllo k la dislance 
comprise entre les cx Ire mi les do cos deux longueurs, la distance a, 
coniptee a parlir do la langentc, aura pour projections algehriques sur 
les axes (voir la page io5) des quantiles de la forme 


04 ) 



I, J dcsignanl des quantiles infiniment potiles, et formcra par couse- 
quout avec les memos axes, prolonges dans le sens des eoordonnees 
positives, des angles qui nuronL pour cosinus 


(.5) 



i) ailleurs (on vcrlu du llieoremo elabli a la fin de la cinquienic Le<;on) 
ia droito sur laqudle so complera la distance a sera sensiiilement 
parallel o a la nonnale; et, coniine cette distance devra cl re porlcc, a 
parlir de la langentc, du cdlc oil sc trouvora le centre do courhurc, 
nous somines on di’oit dc concluro quo les li miles des expressions (i5) 
soron l equivalents aux cosinus des angles X, p.. Cola pose, eu redtii- 
sant 1 ct J a zero, ct subsliluanl au rapport ~ sa limile p, on aura 
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Si Ton cessait clc prendre 1 ’arc s pour variable independent!', il fau- 
drait rem placer 

d 3 .r d-y 
ds 1 ' els- 



Alors Ics equations (16) deviondraienl 



Si Ton multiplie membro a membra los tommies (i 3 ) par les for- 
mules (iG) ou (17), et si Ton njoule ins equations obtomios, on ayiml 
egard, dans le cas oil I’on emploic Ics Ibrimilos (17), a lVujtiatiou (a), 
on sc (rouvera immedialcment raincne a la fornmle (1 2). 

Dans Ic cas parliculier oil I’on proud Dares pour variable, indi'pen- 
dantc, on lire des equations (i 3 ) et(i()), risunios a la lorinule (aw) de 
la sixiemo Logon, 


(. 8 ) 


l — — 

• n -y~ p * 


d*a ' d,v* -1- dy- 

els * 

d 2 y -1- dy*_ 

ds a 


On arrive au memo resitltat on substituent, dans los liquations (10), 
il dx ct a — dy, les quantiles d*y ot (Par, qui lour soul respective- 
mont proportionnellcs on v6rtu do 1’hypo these ndinise f voir la for- 
inulc (ar) de la sixiemo LegonJ. 

En rcunissant los formulcs (1), (2) ot (11), on obLienl le systiuno 
des equations 

($-*)•+(* 

(I — <*) dee -h (v ~y) dy~ o, 

(£ — x) d'-ec U: (rj — y) d a y — dec ' 1 — dy a = 0, 

OEuwes de C, — S, II, t. V. 1 5 
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I IV 

i| ii i siillisonl pour delorininer cn I'nnHinii «li* .r If'. lnu>. iiirniimtrs 
!;, yj cl p. II cst essenliel dr rrmaruilrr tpic Inn /< /nnn< In tl< u n< tin t / 
Id tl’oisieliir ri/tiitlton, lom/n'oii iliff'aei/Ut' In jn, //«</»• it In i/inrn'inr. 
rti operant ronitnv si le\ /ton invnnmtv\ > Inn /if th \ i/unnfih <. t i>/i\fnnf< \. 

lnii'M|iir Ic p.iitil ( .e, v ) virnl ii sc depiarcr sin l.i mm hr dminrr, Ic 
cellin' tic rniirhlire m< ilrplare cn niriiic temps. Si Ic prniiin jmnil >»• 
nielli tl'imr iiiiinicrc nmliniic sue la rniithr doul il s’apii, |c drimruir 
tlrrrira line nuiivcllr. cniiihc. Or, |iu u r nlitrnir I 'i-<jti.U mu .Ic relic 
ilmiicrc, il siillira rvidrimiirnl (l'c\|iiiiucr cn iWiirlinii il *n m* sente 
variable, ,r, on r, on .v, He., Irs vulciits tic t k cl dr liiec*, tie-, for 
limit's ((I ) on (hi), puis d'idi miner cello \.n iahlc mti c le>, den\ fur 
mules. [/equation resultant dr I’l'liin imil imt nc milniiiiT.i 1 1 1 1 1'. « ( 1 1 ■ • 
le.silnilJi variables yj, el rep resell I era prrriseiiiciil la li>>nr i|m sera 
le lieu fp’mmetriquo tie Ions le?. ecu I res ilc rnurbiiiv dc la rum he dun 
nee. I'olir rlablir lespritiripalrs proprieles dr relic lienc. ,,n dillr 
renlierii les lormnlcs ( in ), on, re <jm i revicnl ait memo, Ic dens pn- 
micros ties equations (ip). bin operant aiu-.i, cl av.inl rpaid a la 
remarijne |)rrrrdommrnl laile, on (rouvera 

( to ) (." i 1 it., I ( O I )tf>l •< it ■ 

el 

( 1 0 </ 1 </,, J tty tin ii. 

Or ii rrsulln ilo ej ua( ion (mi ) (rmr la rint|Hh‘mr Ktvou ) iph 4 Itw l,m- 
Ke.liles luences it la tmnrbe doniiee |iurle point (.r, \ >, cl » la unusclle 

entirbe pur le [iiitnl ($,Vj), soul lirulniir-. nitre idles. Ilnur |r 

rayon do rnitrbiirr, tjtii si* ruuijtle sue la imcniale junior a la prrmioi <■ 
eourlie par In point »•), el t|ili about it uti point t l( i, M-ra. eu re 
dernier point, tangent a In deiixieine ennrbc, lie pin*,, <,i I'uu nomine » 
I'are. tie la nonvelle eonrbe ennipris enlre mi point live H le point 
mobile ( vj ), on aura 

(as) 


*/;' i ttt,* 
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et Ton lirerades formulcs (2) ot(ar), cninbinecs nvocles formulas (i), 
(20) et (22), 

I .. dn 

(a3) / 4 ° . . 

) ~ (£ ~~ A ' ) 3 •+■ Co — r ) <t 0 t- ^ . 

f - - - - pi " ” " ‘ V " > ' 

On trouvcra, par suite, 

(a4) f/p = ±f/g on </(/> — s) -to, 

Si Ton fait, pour plus de cormnodile, 

p± 

on roduira l’equation (2/1) a 

ro f (.r) — o; 

puis, on design ant par Aauin accroissoment fini alfribue a la variable ,r, 
par Aur(cv) l’accroisscmont corrcspomlanl do p qz cl par 0 un noinbro 
inferieur a 1 ’unilc, on tirera de la fonnulo ( 8 ) do la soptirmo Ley on 
de Calcul diflercnlicl 

A w(.r) = ro(.« -1- Ax) — m(x) s= nr'ix -\- 0 A.v) A.r ™ o, 

On aura done A(p =p s) — o, 011 

(25) Ap = ±: A$. 

II suit do l’equalion (a 5 ) quo l’arc zfc A? renlormu outre deux points 
de la nouvellc courbo cquivaut a la d inference dos rayons do uoiirbure 
qui aboutissent ii cos deux points* Ajoulons quo. lo signe place dovant 
la difference Aq, dans liquation ( 25 ), sera lou jours eel 11 i qui prune- 

dcra 1 c rapport — dans la formule (a 3 ), et par consequent oelui qui 
preccdera les rapports dans los doux equations 

3—±^ iszJE f*? -_-h V ~~Z. 

(I? p ’ <•/> ~ p 


(26) 
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II on resulte {voir les pages 190188) quo l’arc c, ct Ic rayon do cour- 
bii re p croilronl simnUaneinent, si la langcnlo a la nouvollc courbo, 
riant prolongee dans le memo sens quo l’arc <;, coincide, non pas 
avee lo rayon p, mais avec Ic prolongoment do cc rayon au tlola du 
point (£, /}), tandis quo, dans I’hypolhbsc contrairc, Ic rayon p venant 
a croitre, Parc <; diminucra. Cola pose, conccvons qu’un lil inoxlen- 
siblc, fixe par uno dc ses cxlrdmites au point (5, *q), ct, d’uno lon- 
gueur cgalo a colic du rayon dc courburc p, soil d’abord applique sur 
cc rayon; puis, quo lo memo fil, rcstant tou jours tendu, vienne a so 
mou voir do telle sortc qu’uno parlio s’onroulc sur l’arc ± A;, coinpris 
entre les points (lj, vj) cl(!j -t-A!;, vj -t-Av]). L’autre parlio, qui restcra 
clroilc ct touchcra la nouvcllc courbo au point (<; -+- A£, r) -+- Aq), aura 
ovidennnent la longueur du rayon do courburc qui aboutil ii cc point, 
cl par consequent cello des cxlrcmilcs du fil qui coincidait d’abord aver 
lo point (x, y) so trouvera transporloo au point {x -1- Ax, y Ay). 
Conime co dernier point cst situc sur la courbo proposco, ct quo noire 
raisonnement subsistc quelle quo soil la longueur dc l’arc :± A?, nous 
devons concluro quo lo til inoxtonsiblc, pendant qu’il s’enroulo sur la 
notivello courbo, clocrit par son exlremile mobile la courbo don nee. 
La memo courbo sc trouvera encore deerilo, mais on sens contrairc, 
si, apres s’clre onroulc sur 1 ’arc ± A?, Ic fil sc mcul do manibrn ii 
revenir a sa position primitive, cl, dans cc mouvemont retrograde, la 
portion du fil qui s’otnil appliqueo sur l’arc dt A<; so dcveloppcra do 
nouveau on Iignc droile. Do cctto remarquo derived quelquos ex- 
pressions employees generalement ct qu’il cst lion do connailrc. On 
ap polio developpee dc la courbo proposco la nouvollc courbo don l les 
arcs sc devcloppcnt en ligne droile sur le rayon do courburc do la 
premiere. Au contrairc, la premicro courbo, deerilo par l’extroinile 
mobile du fil onroulc sur la sccondo, cst la devcloppante dc ccllo-ci. 

Pour montrer une application des formules ci-dessus elablios, sup- 
posons qu’il s’agisse de trouver le lieu des centres dc courburc dc la 
cycloido rcprcsentec par le systemo des equations (20) (douxibmc 
Legon), ou, en d autres termes, la developpco dc cctto courbo. Les 
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formulos (5) do la premiere Logon el (aJ) de la socoude fourniront 
l’cquation 


lang|=/= 


R sin < 

~y~ 


siru.) cn 

— col-) 

i — cos 6) a 


i\ iacjuellc on satisfera cn prenant 

( 97 ) ^—zhnn -1 --- 


ct designanl par n un nombre enlior quelconque. On aura, par suite, 
( 98 ) cl<if ~ — i< 7 a>> 

et les formulcs (6) donneront 

. . f dy (hr 

<”9) { = * + a *l' 


Si mainlonant on subslitue pour x, y, dx et dy, lours valours tiroes 
des equations ( 20 ) cl ( 2 / 1 ) (deuxieme Logon), on trouvera 

( 3 o) £ = &-\- aR sin« — R(oi 4- sino>)> — — j' — ~ R (1 — eosw), 

Iinfin, si Ton pose 

( 3 I ) M — £2 -1- 7T, 

on oblicndra lo syslemo des formulcs 

(39) 4-7rR = R(i2-sin£2), v -i- 2 H li(i -eosii), 

qui sera propro a representor la dovcloppeo de la eyeloide. (lotto do- 
veloppec passera evidemment par le point qui a pour coordon lines 
a? = nil , y = — all, et qui n’esl autre chose quo le centre de eourlnire 
corrospondant a l’ordonnec maximum do la premiere hranolie. Si, 
afin de transporter 1’origine a eo memo centre, on remplaee $ par 
\ 4 - itR ct v) par q — aR, les equations (3a) dovicndronl 

(33) ^R(£2-sin£2), n ~ R(i — eosft), 

Comme ccs dornieros sont toutos parcillcs aux equations ( 20 ) do la 
deuxieme Logon, nous devons conclnro qu’uno eyeloide a pour dove- 
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loppce tine autre cyclonic do memo forme el de memos dimensions, 
dnnt les points de rebroussement coincident avec les centres tie. eonr- 
bure correspondants aux points milieux des diverges branches do la 
premiere. Ajoutons quo les points tie rebroussement tie la premiere 
sent on memo temps les points milieux dos diverges branches do la 
seconde, ot quo, la secondc cvcloule elanl represenloe par les Ibr- 
nmlcs (3a), sa base sc confond avee la droile qtti a pour equation 

(3-1) j = -3ll. 

II serait facile d’etabtir les equations (3o), en partant du principe 
etabli dans la sixibmc Lecon, savoir, quo Ie rayon do eourbure de la 
cyclonic est double do la normale quand la base esl prise pour axe 
des a;. En elfct, en vertu do cc principe, le milieu du rayon de eour- 
buro, cVst-a-dire Ie point qui a pour coordonncos 

Y + '0 

coincide avec le point dans lctjuel la base est (nuclide par le ccrelr 
generateur, ct do ill 1’abscisse est Ilto x -h R sinw. On a done les 
equations 

— ~ ~ x -t- R sin 6i, - - H " = o, 

ilesquollcs on deduit immcdiatcnient les f'ormiilos (3o). On pout 
memo, sans recourii* a ccs formules, ct a I’aido du soul principe quo 
nous venous de rappoler, determiner la nature de la courhc qui sort 
dc devoloppee a la cyclonic, Pour y parvonir, decrivons avee Ie rayon 11 
deux ccrcles egaux, qui aient lours centres places stir Luxe des Pun 
au-dessus, 1 autre aiMlessous de l’axc des x, et qui touehent eo der- 
nier axe a l origin c des coordonncos* Concovons on suite quo Ton lasso 
rouler cos deux ccrcles, le premier sur Paxo ties ao, le second sur la 
droitc parallele y = — 2 R, do mani6rc qu’ils no cossonl pas d’avoir 
1 axe des x pour tangentc commune. Les rayons, qui, dans le premier 
instant, aboutissaient a 1 origin c des coordonnees, tourncront aulour 
des centres des doux ccrcles ot dccriront en memo temps des angles 
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egaux; d'oii il rcsullc : i° quc cos rayons seronl loujours parulleMos; 
a" quo la droito qui joindra lours oxtr6niil.cs passcra par lo point dr 
contact cl sera clivisec a co point on deux parties egalos. Or la parlic 
comprise dans 1c premier ccrclc sera ovidemmenl la normale de fa 
cycloide proposer quo decrira rextrcmilo du premier rayon. Done le 
rayon do courbure do colic courbe, 6 gal au double do la normale, 
comeidcra ncccssaircment avec la droito ontiere, el le con f re de eour- 
bure avec I’oxtreinile du second rayon. Done le lieu des oetilros de 
courbure, on la developpee do la memo eourbe, sera prccisemenl la 
scconde cyeloide decritc par cotte oxtremile. 

Les equations (G) el(io), donlmous avons indique I’usage dans la 
recherche des dcvcloppecs, peuvent 6 Ire romplacees par d'aulres qui 
ronforment seulomenl les quatre variables £, q, tv cl y. Un diet, soi t 

( 35 ) u " o 


l’equalion d’une courbc plane, it dosignant uno Amotion des deux 
coordonnccs cc, y. On lirera des lormules (a) ct (n), join tea anx 
equations (26) ct (27) de la Logon prftccdonlo, 


( 36 ) 


£ — ® __ m — y (£ — >v) rP.r -f- ('o 

du dy du du 

d.c dy <)u- c ' r: 1 dy 


~s)/py 

d \Y 


d.v 2 -|- dy* 

dxdv+ ; 
dy* y 1 Ox dy 1 y 1 dx* 


puis, en substituanl aux diflerenlielles 


les qua elites 


dx, dy 


Ott Oft 

dy 3 dx* 


qui lour sonl rospcclivomont proporlionnclJos, on Lrouvorn 
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Cette dernierc formtile equivautsi deux equations entre los coordon- 
nees cc, y tie la courbe que Pon considerc et los coordonnees %, irj tie 
la doveloppcc. 

Lorsquc, dans Pcquation (35), les variables cc, y soul separoos, 

i 

on a 


( 38 ) 


<Vu _ 
Ox Of ~ °’ 


el la fomiulo (3^) sc reduil a 

(OuV /Ou y 

( 2 q \ g — ,y V <W + U vj 

^ — — /<?<*y o i u /<j»y tpo 

Ox Of \0x) Of 2 \ d/ / <).r a 


Pour obtcnir la dcvcloppec do la courbo (35), il sulfil evulomincnl 
(Pelimincr cc el y entre Pcquation (35) ct cellos qui sont comprises 
dans la formula ( 37 ) ou ( 39 ). Dans plusieurs cas, il est facile tie 
resoudre les deux dernifcres equations par rapport anx variables a?, y, 
el d’en deduire les valeurs do ces variables cxprimecs en (‘unction dcs 
coordonnees ij, vp Alovs, en substituant ces valours dans l’cq na- 
tion (35), on trouvo immeclialcment Pcquation do la doveloppcc. 

Excmple T. — Concovons que, les constantcs a , b elanl positives, 
on considerc Pollipsc representee par Pequalion 


(fa) 


A 2 



Dans ce cas particular, 011 pourra prendre 



du 

X 

Of -.Z 

Ox 

d 1 ' 

Of b 1 ’ 

d 9 u 

1 

0 , u 1 

Ox z 

~a'' 

Of ~ w' 


ct Pon' on conclura 
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On aura, par .suite, 

(du\'d‘» (On \*0-u i /'.r s >-\ i_ 

\0.v ) <h 1 J ' \ Oy ) Ox 3 a-b l \<v 2 * ~h x ) a x b 1 ' 

et la fnrniule ( 3()) donnera 



On lircra <lc cello. dcrnioro 



puis, cn diisignanl par A et B dos quantiles positives, elioisies dr 
maniore a verifier la fbrnmle 

(10 •+:(«*- :HA, 

on (rnuvcra 

£ _ ,_ ir^ -II r 1 

X u 3 ’ n ' 1 7> 7 " 


ou, eo (fui rovienl au memo, 



Si maintenant on snbslituo dans liquation (/p>) Ins valours do ‘ r 
ol do £ tiroes dos formulas (7|a), on ohtieiulra uno equation ontro 
los seulos variables !*, vj, savoir 


2 S 



Cette equation, qui reprosonto la dcvcloppric do I’ollipso, pent etre 
facilcment Iransformco dc maniore a no plus ronformer quo des puis- 
sances entieros dos variables. En effnl, apros avoir uleve ulmeim des 

OE in* res tie C» — S. If, t, V. I (J 
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(Unix mombres a la troisieme puissance, on on tirern 


j r l > 



H, par suite. 



On eonclul aisementdo liquation (/| 3 )<m (/d) quo la d e ve I oj»|u'‘e do 
(’ellipse os(. line eourbo fei’mlH 1 , divisible on ([tialro parlies snperpn- 
sablos par deux axes qui coincident, oomme ooux do (’ellipse, aver 
los axes coord on nos, cL qui rencotilrenl eelte developpee on qualre 
[minis donl les distances ii I’origine soul A el 11. Ajoulons quo e.lia- 
oii no ties parlies do la doveloppce louche, les axes en les rene, out rant, 
id qu’en consequence chacun ties points tie renoonlre esl un pniul tie 
rebrousscmenl do ce.tte eourbo. 


lixemple If. — Ccmsidcrons I’hyperbolc representor par I'llquatimi 


(i->) 



J . 


lin operant comuie dans 1 ’oxomplc precedent el desqpianl par A, II 
deux quantiles positives choisies do inaniere a vbrilior la i’onnule 

( 16 ) Art 

on roconnailra quo liquation do la developpee se red u i L ii 


('U) 



ou, ce qui revienlau memo, a 



f -ft" 

"7 k ip 


On conclul aisoment do la formulc (/17) ou ( /| 8 ) tjut! la tldveloppde 
dc l’hyporbole ost line eourbo qui s’etond a 1’iuiini, qui se Irouve 
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divisec (mi qtialre parlies semblablos par l<ss axes ennrdoiines, el (|iii 
so compose do deux branehes separees, dortl (dtaeuiie a nit poinl de 
rebroussemenl si (no sur le prolnni>einenl tie I’nxo reel 20 on a// tie 
I’livperbolo, it la distance A on it la distance II de J’ori^ine. 

Exempt? 111. — Coneevons quo, la conslanle p elanf positive, on 
eonsidere la parabola represenlee. par I’etjual-ion 


t4y> 


0 2 

•\px. 

Dans oo cas on poitrra proud 

VP 




f 

•>P-> -y' 1 ), 

el l’o n en oonclura 

t)ti 


i)u 


ill 

-pi 

<lr ” 


(Pit 

n. 

i)-n 


ilv* ' 

d.r ; ' 


Par suite, la 1‘orimile (?h)) donnera 

i _ .. , _ ’a . , h r’ _ . p i 

r j '"p*~ r' 

On aura done 

•o ,j J 

c - X - /> -!- 'i r, - --- 

X P~ 

on, ee qui revienl an memo, 

i /> y 1 p*i\. 


Los valours do a; el de y, (irons do oes deux doruieros I'ormulos, soul 
rospoolivcmonl 

i~- P ‘ J 1 

(5u) -V ; v /; 3 /j 1 . 


En subsliluant cos valours dans IVsqtialiou (d{)). <d snpprimanl le 
la e, tour p coimnun aux doux mcmb res, on Irouvera 

l(i--r) -p-oK 


(5.) 
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1 ,’bqualion ( >r), qxi'on poul aitssi mellro sous la Torino 


o>) 


s 

v 


(>Y 


apportion! ?i la ddvoloppbo do la parabola. II os! Caoilo do rouoniiailru 
quo oolto tldvoloppdo s’blond ii 1'infini du onto dos ,r posilivos, (pi’ollo 
a pour axo Tn\o, do la paraliolo, ot qu’ollo ronoonlro col axo, on lo 
tmiohant, au point doul Tabsoisso ost />. (lo point, ipii so (rouvo plsiod 
a la mi'ino disUmeodu foyer quo lo sommol do la paraholc, esl (mil h 
la fuis lo sommol do la ddvoloppdo ol lo soul point do robroussonionl 
qu’ollo prdsonlo. Si, afln do transporter 1’onpfi n c an pom) donl il 
s’ngit, on romplaro i- par \ -\-p dans la I'orinulo (or) oti ( ~n), on on 
tirora 

(53) £=--/»' o' 

3 

Of 


j 



Los oquations (53') o( ( >4 ) flant comprises coniine e.as parlie.uliers 
dans los formulas ( / j / j) do la cinquieme Lo<?on, il on rosullo cj tin loufe 

parabolo du second degro a pour duvcloppue mio autre parabolo du 

i . * 3 

deg re 5 on 

O 2 
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UUITIEME LECON. 


S1IR I.KS CIHUUIIN PI.UM’S (Jill SONT OSl'111 ATIIJOI S 1,'ll.M 1 111: l.'u.'J'llC 
IIN r,V POINT IMliNSfi. 


On (lit quo deux courbes pianos soul oscttlal rices I’uno <l<‘ I’nulrr on 
mi point qui loin* oslconumin, lorsqu’ellas out oil o.o point, non sau- 
lomonl la memo langenlo, mais oncoro lo. mama oarela osculatem*, ol 
pm* consequent la mome oourbura uvae lours oonoavilos louriioos 
dans la momc sons. Alors In contact qui axisln antra los doux ooui’lios 
proud lo nom iV oscillation . Cola pose, on o tali lira laciliMiionl la propo- 
si Lin n suivanlo : 

Tiiicoukmh f. — Concevons que deux courbes planes soient represen tees 
par deux equations enlre les coordonnees redan pit i air es x, y, d (pie Von 
premia V abscissa x pour variable inde'pendan/e. Pour (pie les deux 
courbes soient osculat rices V line de l 'autre en an point, romnnm eorres- 
vondant a Vabseisse ,r, it sera ndeessaire d il sujjiru que Uordonnee v, 
relative d cede abscisse, el les d drive as da y, da premier et dll second 
ordre, c’esl-a-dire les Irois quantiles 

(0 ,r. y, y, 

consetvenl, dans hi passage d'nna courbe a I’autre, his ni dines r (dears 
mi me riq lies el les indues si g ties. 

Demonstration. — lin allot, si cos conditions sont romplies, los 
daux courbes auront eviilemmcnl un point comimin corrospomlanl 
ii rabscisso x. Da plus, on conclura da I’aqualinn (u) (pramioro 
Logon) quo los deux courbes out la mama Innganto, do I’aqualion (.») 
(sixiomo Logon) qu’ollos on l la mdmo rayon tin courbura, cl da la 
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romarquc faitc it la page 82, qu'elles ont lcars eonoavites lonrneos 
»tu memo cote. Kceiproqucincnl, si les deux courbos sent oseulnlricrs 
I’unc de l’autre ;tu point dont I’abscisse esl x, non seulenionl les 
qua elites y, f et le signe do y" devront roster les memos dans Ie pas- 
sage d’une courbe it 1’autrc, mais il esl, clair qu’on pourra encore on 
direaulanl do rayon de cotirbure p, et, par suite, do la valour nnme- 
rrque do y". 

Concevons niaintcnant quo, y' cty reprosentanL to it jours ties deri- 
ve cs relatives it la variable x, on designe par 

dx, cly, cl 2 .r, cl 1 r 

les diflercnUelles de x et y, du premier et du second ordre, prises 
par rapport it line nouvelle variable r eonsideree coniine indepen- 
dantc. On aura (voir, dans Ie (ialcul difierentiel, les I’onnules (()) de 
la douzieme Leeon ) 

l — 

. , (h „ c/.c cl.rrl-y — cty cl 1 . r 

{ ‘ l) •’ ^Tv' > y ~ Ifx ~ ' d^-' 

Supposons, pour fixer les idees, quo la caraclerislique intliij uunl 
line fonclion quelconquo, la variable independante /■ soil line aux 
variables x, y par une equation de la forme 

tJ) / — ri{.v,y). 

Rn diffcrenliant cette equation deuxfois de suite, on lrouve.ru 

0 A ( ■>', J > civ 0 .V ( .r, ■) ) cly 
Ox di Oy clr ’ 

d.T (,f, ) ) cl'- x ^ v) cl l y 

Ox dr - Oy clr 1 

0°- Zj . r, ) ) d.i 1 ^ ^ rP.ff.r, j) dx cly <P .f(.r, y) dy 1 

Ox 1 clr - Ox Oy~ dr Ur dy 2 ~ ~ dr 1 ’ 

Or on deduira sans peine dcs lormules (2) et (J /j ) les va 1 ('ll rs de 

ixy clr dy ct-x cV-y 

dr' di ' d, P’ dr 1 ' 
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expriinoes on fonclion des quanlites 

Xf(.t\U rfr'rl.r, r) i)'j(.r,r) <)* 3 (.)’,)'} f) J T( .r,.r) , 

.»'• —£ 7 — ’ '~<h~ ’ ~ '(hi "”)).?• 1 rf» ,J ’ 

ot, puisquc cos quanlites conserveronl los mf'mes valours relatives 
an point d’osculalion do deux courbes pianos dans le passant 1 d’uiie 
fiourbo a I’anlre, il cst clair qn’on pourra on dim autanl dos expres- 
sions ( ">). 

Si I’on veil l prendre pour variable independante le rayon vecleiir 
mend do I’origino au point (.jj, los equations (d) ot i \ ) devien- 
dront rospecliveinenl 


tfi) 



r 





dr 

) 

r/r 



\ lsr 7 

dr 

r 

dr y 


(7) 

< 

i .r 

dKr 

y 

d*y t / 

■ ,/.»• 


\°=r 

dr 1 

-i- 

r 

f/r* 1 \ 

• r ,v 


otl’on lirora des forniulos (7), reunies anx lormnles (a) el (0), 

tic _ \/.P S -|-,H 

dr "" x-i-.r.r' ’ 

d v r' l/.r 5 -1- 1 J 

dr " -jf * 

d } r _ _ |,r - )- -l- xi "( .o- - 1 ) 

dr 1 ~ ' (J- r H-xr')‘ 

, ' /J »' /(_!!_“ •r/i 2 -- . 

, \ 7/;0 " " (.v-l-XV 1 )* ' 

Hien u’cmpccho, dans co qui precede, do supposin' la variable 

r--z 3 (.r,r) 

rddnite a Fan 0 des coordonneos rv, r. Si 1 ’on suppose, par exeiaple, 
r = x, les expressions (:>) deviendront 

h /'» o» y\ 

et Ton se trouvera immddialcmcnt ramone au premier (lieoreirie. 
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Quand on prcnd pom* variable independante Parr s ren forme stir 
eliaque courbe on I re tin point faxo et 1c point mobile U\v), el <| uantl 
on suppose cot arc cmnpte do man i ere fjti’il so prolong!’. dans le memo 
sons cj tie les deux eourbes au dolii du point do contact, aloes les equa- 
t ions ( i') doivenl elre remplacces par les suivantos : 

(f)) (Ijl~ -i- d \ 3 -- ds-, <!j. d-x -+- </y t/ 1 )- - . o. 


Kn combi nan t cos dernieres avoc les equations ( 2 ), on oblienl. !<*s for- 


mules 

f civ 

__, u 1 

dy 

, Y 1 

( 10 ) j 

| 7 h 

v / 7 "+>’ 

ds 

" \/T-i-y'‘ s ’ 

| cl\r 

ytyt 

(P 1 

y" 


\ 7 /,y 2 

(*-. /-T 1 

dd - 

(i -i-.r ,J ) 3 ’ 


le double signe ± devant ctro reduit au signe h- toules les Ibis quo 
1’arc s croft avoc I’abscisse tv ct an signe — dims le can eontrairo. 
Kn ayant egard it colto reniarquo, oil oonoliira ties form tiles (in) id 
du theoreme l que, pour un point d’oseulaliun do di'tix eourbes 
pianos, les quatre quantites 


(") 


dx dy d-x d-y 
ds ’ ds 1 ds - ’ Us 1 


conservent les memos valours numcriques el le memo signe, Landis 
tjuc Ton passe de la premif'ro courlie a la seconde. 

Lorsqu on sc propose do decider si un point common a deux eourbes 
planes est un point ([’osculation, on pout, sans inconvenient, snbsti- 
luer aux fractions (5) ou (ii) les nuinerateurs do cos monies frac- 
tions, c’est-ii-dire les diffcrentiellcs 


I 12 ) d.r, dy, d'-x, d‘y ; 

et l*on etabliL de cette maniero la proposition suivante : 

liiEORtsiiv II. Deux eourbes planes eltuil represen lees put' deux e</uu- 
lions mire les coordonnees x, y , pour savoir si ces deux eourbes son! 
osculciti ices l une de l autre en un point donnd , il sujjiru de prendre pour 
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rr///fi/ ,if ' /noi/z/r . //m /imm/jh/j i/i h r mttn ( < A v runubhs .1 , \ , 

f ttf / <//♦ W/* » ZfrM//< intflbi, ii tf‘n/1 fuu/tf //m, I'/ // f f l T f/ 

////^* / w, o /■*»'/}/ A \ ///(’% \ #'i//f mm i/< 

, 1 1 , - , 1 1 t ti t t t t t , 1 

jh m < fit * *t * ft' * ' **» ' ' fuJt t* **i\ >n \ tit tt 1 t 1 *itf bt \ . 
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S| I'mi* uf ||M fiiln / J«m<M V.MI.llila 1 III il< , |M 1 llil*lll \ i* t 

I rtjUtiljMig litn* alu * * n *'l * ali'ii a i|UjIjmM' ilillfi (lit 
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ot devraionl o( re verifiers par los valours do x, y, di\ dy , (Y J ,r, r/-‘) 
tiroos dos aquations do la prom ion* oourho. II imporlo d’obsorvor 
quo 1c s formulas (i(>) qui suflisont pour dolorminor los valours das 
inconnuas £, q of p t uYs(-iwliro los ooonlonnoos du oonlrr do oour- 
Iwro, at lo rayon do eourburo, comoidonf a voo los formulas (t;)) do 
la soptiomn Looon. 


<: \ u:u l Di ki’ lilt is NT iii r 




NEUVIEMK UNION. 


suu u.s im i:hs oiumuis in; contac r m.s conuius plam:s. 


Considerons deux rourbos pianos qui so touolioiH on nn point 
dimnc. Si du point do contact com mo centre, ol avec tin ravon inii- 
n intent petit, ddsignd par /, on deceit. line dreonferenoe, ellr mu- 
prra les deux courbrs on deux points Ires voisins i’ltn de I’milre, 

S (it lo rapprochement [this mi moins considerable dos deux courhes, 
a In distance i du point do contact, aura dvidcmnienl pour mesure 
la distance inliniment petite comprise on Ire les deux points donl il 
s'agit, ou, oo qui revienl mi memo, la conle de I’arc de eerele ron- 
lormc outre les deux courhes. Ajoutons (|ue Ids rayons mends anx 
extremilds de cot tire so rout dirigds suivant ties droilos qui lormeront 
dos angles Ires potils avoe la langente comiimno, d’oii il resulte quo 
I’augle compris on Ire cos rayons sera lui-nidme uno quantile (res 
|i(’tiLo. Soil co ci! dornh'r angle. L’are de eerdo compris outre le* 
deux courbos aura pour mesure le produil 

(l) IM 

ot la corde do cot are sera dquivalonte a 

(•>.) aisni--- 

a 

Si los deux courhes chan gent de forme, do telle manidre quo. so lou- 
chnnl toujours au point donne, dies sc rapprodionl davantage rune 
do rautre dans le voisinage de oo point, Ics valours de I’exprcs- 
sion (a) eorrospoudanlcs a de Ires petites valours dc f diininucront 
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neccssairement, coqtii suppose quo la foncl ion <lf' represonlee pario, 
diminuera cllc-meme. Si, an conlraire, en verlu du ohangemonl do 
forme , le rapprochement des deux courhes devionl moindre, Ins 
valours do co corrcspondantes a do tri*s pelilos valours de / croi- 
t ro n t nbcossairomotU. On pent done alfirmor quo, dans In voisinage 
du point do eonlaet, le rapprochement des dett.v courhes sera plus on 
mains considerable , el lew contact plus ou moms inti/ne, saivanl f/rtc 
les r a tears de. to co/respondant a de. ire's pci ties valetus de. i seront 
phis ou mains grand es Co principe ctaul adntis, il fan l ovidenunenl, 
pour so former line idee dos di verses ospeces do contact dcs courln’s 
pianos, roclicrchcr los divers elals de grandeur dans lesquels pool 
so Irouver I'anglo infinimonl, petit to, considcre column Idnction du 
rayon i . Pour y parvenir, il cst d’abord necessaire do generalise!* la 
definition quo nous avons donnee de I’ordre d’une quantile inlini- 
ment petite, dans I’addition plaoee a la suite des Logons sur le Calcnl 
inti nitesimal. 

Designons par a un nomhre constant, ra(ionncl ou irralionnel; par 
i une quantile infiniment petite, cl par k un noinbre variable. Dans lo 
systeme de quantiles infiniment pelilos donl i sera la base., une fono- 
tion dot, representee par/^i'J, sera un infiniment petit do I 'ordre a , 
si la limitc du rapport 

c>) Ail 

1 i* 

est mi lie pour ton tes les valours de, k plus pelilos quo a, el i n fin to 
pour toutes les valours do k plus grundcs quo a. 

Si 1 on ad op l c celte definition, et si l’on dcsigne par n lo n o mi J> re 
onticr egal ou immediateincnl superieur a I’ordre de la quantile inli- 
niment petite f{i), le rapport 

/to 

i“ 

sera le premier tonne de la progression gcomelrique 


i:\UMil, Diri'KUK NTIKL, 


i:i:i 

< | l 1 1 rrssrra il'fl r«* u nr ipinntilr mlimmrn! prlilr; (Toil I'mi ronrlul, 
i'ii nnsntiitaiil roinmr dans Kathl i 1 iu n rilrr, ( 1 1 1 r /'">(/) srni hi prr- 
mmrr (It's lonrl mils 

( > i ,/i n> /'< m, 7 '< / 1, / \ ii, . . 

<|u; rrssrra ilt' s’ryanmii r avrr /, 

Oitsml an rnppml 


1 1 lit* run cli'il u i I (In lV\pri*sMou i > i rn pnsanf h a, il prill avoir unr 
limilr tinir, mi nullr, mi inlinir. Aima, par rxrmplr, 

r* r* 

I ,r r\ . ' '’V' 1/ 

! t 

si i ti I I mis <|iiaii I i I rw inlintmrul prlilrs dr i'ordrr m r ( Irs ipintirnls / 

(|u*nh obi i imi f mi lr*i <li vi^im l par r\ sa\nir 

< H \ .1 i li U 

! / 

mil pour liiuilrs rrsprrlivrr* 

i 

I , 1 1 rl 

it 

Kola pirns mi rlaldirn sans prior Irs proprirlrs drs (pianlilrs inliui- 
inriil prlilrs, rl rn parlirulmr Irs dillrrrnls Irimnrs <jur nous allims 
rnmmrr. 

I «r%i mi, I* St\ duns tui sysU'mv tfurlrtuufiu\ on ronsnlr/r tlftt.r tpntn- 
tin's tn/ininunt /n ttf<s </‘uhfns tlijfvnnts, prm/unf tjuv rrs dcu.v (junniUrs 
\ upptovhrnt indtjininu i nt dr ;«rn>. rrl/r t/tu srrn d un ord/r plus (dnr 
/iniru pur tdffrnir a>ft\(ununrn( In plus prhtr rulmr niuncru/nt*, 

hcnnuiKlnttioti* (nHirrvons (pm, dans It* svsli'inn donl la liasr 
r*l /, I’mi dosijpm par I /(/) rl par J I'l m drux ([iiantilrs i n li- 
nimmit prlilrs, la prrmii'rr dr Pordrr u> la Hrrondr dr 1 ordri 1 h % rl 
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lli'i 

supposons «</;. Si I’on attribue au nombro variable /> uni' valour 
comprise outre a cl b, Ics deux rapports 

1 ,1 

d ’ t K 

auront pour limiles rcspeclivos : le premier, le .second, zero ; el par 
suite, le quotient dc ces rapports, ou la fraction 


.1 

V 


aura une limitc millc. Done la valour numeViquo dn numeraleiir ,1 
clecroitva bcaucoup plus rapidemcnl quo cello du denominatour i, el 
* ootte derniero finira par devonir cons Lam moil l superieure a 1'aulre, 

brtiMi: II, — Sound a , (/, c, ... les nombres </iu indir/uent, dans un 
systems determine, les ordres dp plusieurs rjitanlitcs in/tnirnenl pelifrs, vt 
a le plus paid dp ces nombres. La somme des (/uanlifes donl il s' dpi/ sera 
un injinimenl petit dc I’ordre a. 


Demonstration. — Soil toujours t la base du systiune. adopLe. Soienl 
<le plus I, J, ... les quantiles donnees, la premiere de I’ordre a, la 

seconde de 1 ordre b be rapport do la somme I ii la 

quantile J, savoir 


i 



+ . 


aura pour Jitnile 1’unite, attendu quo les tenues j’ ... auront des 
limiles nulles. Par suite, le produil 


aura la meme limite quo le rapport 


I 


o(, puisque ce dernier rapport a une limite nullo ou inlinie, miivant 
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([u 'on suppose k < a im k > a, on pourrn on diro aidant du rapport 


I 4- ,1-1- ■ ■ 

’ I* 

Done I -i- J -t- . . . sera line quanlite infinimcnl polite do I'ordre a. 

Corollairo. — Lcs raisonncmrnls par lesquols nous avons etalili lo 
loin nu*. 11 moil Iron l dvidommonl quo, pour do tres potties valours 
ininioriqnos do i, la soinrne do plusieurs quantiles inlinimonl petitos, 
rangeo.s do maniero quo lours ordros i'ormenl lino suite eroissanlo, 
est positive on negative, suivant quo son premier lermo ost Jiii-mdme 
posilif ou nogatir. 

Lkjime 111. Dans an systdme quelconque, lo. produil de deux, quan- 
tiles injinimonl petitos, donl lcs ordros sonl designes par a cl par b, ost line 
autre quanlite injinimonl petite, de I'ordre a -t- b. 

Demonstration. — Soie.nt toujours i la hast* du syslenie quo 1’on 
eonsidt're, el 1, .1 les quantiles donnees, la premiere do I’ordre a, la 
soeonde do I’ordre b, Los rapports 

I J 

d ’ ? 

auront dos liniiUis nullcs, toulcs les fois quo Ton supposora’ /•> a, 
/]>/»; dcs limiles infinios toutes les fois quo l’on supposora /•<«. 

I < b, ot I’on pourra on diro autant du procluil 

l J _ J J 

i* i' ~ d' 1 ' 

II on rdsulle evidemmonl quo lc rapporl 

LI 

g+t 

aura uno Hmilo nulle pour k-hl<H a +~ b< el une limitc infinic pour 
k -h />« + b. Done lo produit IJ sera une quantile inlinimonl polite 
de I’ordre a -|- b. 



j:m V 1 MMJCATI OiNS IMf i, \ I.Cl I, I \ I I \ ! I i " I M VI. 

Nota, Si run ilrs I'urlriii’* I. *1 s ** r**i I u i b f .1 urn* <[Hunlr(t ihm 
('I- ncssaif <lr sYiViinunir |miu r / n, In j> 1 *m I n 1 1 i-i.hI * \ nl» ijhih ii r 4 u 
mrnir ordrr (pii 1 run! i r lurlriir. 

^u/Y>//< 7 /Vn. Dims mi s \ 4 rim* (| u i'l c «mm| in*, ii‘ pi * * # 1 11 1 1 Ar pin .inn * 
<| (Kin (ilrs Infill i itieiil [M'lilrs ilnnl In unlns miiiI 4 * rum p.u 1/, 

<\ . ('si M nr aiilri 1 <|ti;nililr inli iiiiuriil prliir Ac I *■•» »li *- 

a It i 


IV, ,SV ftvis tptnn/il.s in /in mu nt p> in, > \,n;i t. f. » ./u, ( ti 
premiere elunl prise pour base, In «/< tu n nu nut J, i <>>>/>, 
dett, virtue e/atil prise pour lithe. In iruiuutn nut ,i, i ..mu /., , , it, ,. lt 
dims in svs/etne t/tti a pour base In pntnun . mu ,i on nr 

nit proditif ah. 

/lemons/ nt/ ion, Soicnl i, I cl J |cs truis if n.tni i (>■ . t-i, 

Mirlii if iii< les <|cu\ i'ii|j|mi'ls 

I .1 

/ ‘ I 


•lil'ltl lies lilllilcs llllllcs fjliailtl III) Ml |I|I|C.C .1 !,( III 1 , { ,t' i ,.J 

.li’s liiiiilcs inliuics ijiiimil mi mi|>|ucc | lt f„i-. /. itt j h u ,, , ( 
clnir ijiic !c (irmluil 

( 1 )‘ J 1 
' t'-} I' e 

!, " l>n ll,ll ‘ lil " i^ ' , " tl| l | ‘ l« IHTimi rc I,.- ... , 1 Imiiu mil,,,,* 

,lal,S lfl H *‘Hl llisc ll’cll culicllllc I,. UJ1|<M ,| 

.1 

I ■< 


! ' lll ' il 1111,1 ""H 1, /•/ nb, Iim, I, ■ 

i‘l |mr snilc ijiic, si I'mi jiicml i jiimr Imsc. J >,cim nm 
iiiiitmil jicliic ilc I'nnlt'c nb. 


pHlII *tt*\ 

ij 11. ml Mr in li 


KtorouauT L 


"I rN,rr H'siM'tirns ilr iIimiv ij lunfi I* null 

l ' ll, "‘" 1 l "‘ , ' h!H J H 1 n ' sl, ‘ !l ‘ ''"‘i'"'. '|udlc |., j,.,.,. ,|„ 

<,U “ |,,,n f " lo l ,h,) ni '■'-I f'lJiiiMilcnl au ..Millin'' /.. 
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indiquc l’ordre do la premiere quantile, quand on proncl pour base la 
soconde. Done, si, apres avoir determine pour line ccrlaino base les 
ordres do plusicurs quantiles infinimcnl petitos, on vicnl a changer 
do base , les nombros cjui indiquent ccs divers ordres eroilronl ou 
decroilronl lous ii la fois dans un rapport domic. 

Corollairc II. — Si I’on suppose, dans Ic lemme IV, quo la quan- 
tile J sc reduisc ii la quantile r, on aura evidomment 

ab ~ i , h — 

a 

Done, si, dans Ic systbmc donf. la base ost i, la quanlite 1 est un inli- 
niment petit do l’ordrc a, i sera do 1’ordrc ~ clans lc sysliunc qui aura 
pour base la quantile I. Ainsi, par exomple, lorsque I, con side re 
commo fonclion do i, osl un infiniment petit du premier ordro, on 
pout on dire aulanl do i consiclerc commo fonclion do I. 

Lo second corollairc, reuni au premier, entrainc evidomment Ic 
suivant : 

Corollairc III. — Si deux quantiles infiniment petitos sonl Idles 
quo, l’unc etant prise pour base, 1’autro soil du premier ordro, lo 
nombre qui exprimera l’ordrc d'uno quantile qiiclconque roslora 
le memo dans les deux sysliimes qui auronl pour base les deux 
quantiles donneos. 

En revcnanl aux deux courbcs quo nous avons deja considerees, 
on cli'd uira immedialoment du lemme I cl du principc otabli a la 
page t3a, la proposition suivantc : 

Timoiuhru I. — Si deux courbes se iouchenl en un point donnd (P), et 
q ue Von marque sur ces deux courbes deux points (Q), (R), sillies a la 
distance infiniment petite i du point de contact, le. rapprochement enlre 
les deux courbes, dans le voisinage de ce dernier point, sera d’ aulanl 
plus considerable que Vordre de la quantile infiniment petite o, destinde 
a representor V angle compris enlre les rayons PQ, PR, sera plus dle.ee. 


Demonstration. — En clTot, si la forme dcs cloux courbes ou do l’une 

Qliuvres (lc C. — S. Ii, l. V. lS 
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d’entre olios vient ii changer, do (olio man ion* quo I’ordro do la quan- 
tile infiniment polite to s’clovo, la valour numerique do to, dausle voi- 
sinago du point do oonlacl, diminuera, on vorlu dn lommo, I, cl par 
suite Io rapprochement outre les deux couches doviendra plus grand 
qu’il n’elait d’abord. 

ho (hcoremc I elant demontre, il osl naturol do proudro I’ordre do 
la quantile infiniment petite to, considoroo coniine function do la 
base i, pour indiquer co qu’on pent appeler Vordto do contact dos 
deux courbos planes. Soil a eel ordre. Puisque le rapport 

sill J M 
I fll 

a PunHc pour limile, le produit 

sill t oi . 0) 

0) — = ?. sin - 

{ (» o 

sera encore line quantile infiniment jielite tit* I’m'dro a, tandis quo 
les expressions (i) et ( 2 ) seront, on vorlu du lommo 111, dos quan- 
tiles infiniment pelilcs de I’ordre a- hi. On pent done ononeor la 
proposition suivante : 

TnfionEJii; II. — Lorsque deux courbos so louchont on an point 
domic. (P), V ordre du contact esl in/dricur d’li/to unite it /'ordre do 
la quantile infmime.nl petite qui represe.nte la distance mire deux 
points (Q), (ft), silues sur las deux courbos, ega/oment eloigncs du 
point de contact , cl don / /a distance a co. point est an inf turnout pot it 
du premier ordre. 

II finporle d’obsorver quo la droilo QR inoui'o du point (0) an 
point (R), elant la liase d’un triangle isoscMc, et opposed dans co 
triangle au tres petit angle to, sera sonsihlemonl porpendiouhure 
aux rayons vcclours PQ, PR, et par suite a la langonlc commune aux 
deux courbos. 

Conccvons maintenant quo par les points (Q) el (R) on mono deux 
tiro i tes parallelos dont cbacune forme avec la Langonlc commune un 
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angle fini o. Do cos deux para Holes, J’unc sc trouvera plus rappro- 
cheo quo l’antrc du point do contact. Supposons, pour fixer les ideos, 
([uc co soil la droito mcnco par lo point (Q) pris sur la premiere 
courbe, cl (|uo cello droito coupe la seconds courbe on (S). Dans lo 
Irianglc QRS, lo cote RS, scnsiblement parallel© a la langcnle com- 
mune, puisqu’il represenlora une corde donl les exlremiles si luces 
sur la sooondc courbe soronl trbs voisines du point do contact, for- 
me ra evidommenl avoc les elites QR, QS, des angles finis, limit le pre- 
mier diflurcra Ires peu d’im angle droil, ct Ic second do I’anglo «. On 
aura done, on designant par I et J des quantiles inlinimonl pcLilos, 


( 7 ) 


Sin f- -4- 0 iill(-H-l') 

~r-~rrr Q« = t 77ri<~~r '- a £ 


hill (6 -h .) ) 


sin (o .1; 


Do plus, e (i nunc le rapport enlre la perpondiculairc abaissee du 
point (P) sur la droito QS, ou sur son prolongomeiit, cl lo rayon 
vcclour PQ = i, sera scnsiblement egal ii cosf^ — ‘£^=sino, colic 
porpcndiculairo pourra ctrc representdc par un produit de la forme 


( 8 ) 


j(sino ± e). 


±z clesignanl encore lino quantile inlinimonl petite. Coin pose, 
ndmcltons quo, les deux courbes ayanl outre olios un contact do 
l’ordre a, 1’on eonsidbre le rayon vcclcur i comine inlinimonl petit 
du premier ordre. II est elair quo. l’cxprcssion (8) sera encore un 
inliniiuont petit du premier ordre, landis quo l’cxpressiou (7) sera 
dc 1 ’ordre a + 1. Ajoutons quo l’ordrc do cello dorniorc no variera 
pas ( voir le corollairc III du lemme IV) si Toil proud pour base l ex- 
pression (8) on une quail lite telle quo 1’expression (8) re sic inlini- 
mcnl petite du premier ordre. Cos remavques suRisent pour eLablir 
un nouveau thcoreme que nous allons enoncer. 

Tm'iOlUvJlu III. — L’ordrc de conlacl de deux courbes (/id se louc/ienl 
en un point donnd ( P ) est infeneur d’ une unite a V ordre de In dishince 
in/inimenl petite comprise enlre les points (Q), (S), ou les deux courbes 
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so/it rencontre’es par une secunle qui forme un angle Jini et sensiblement 
different dc zero avec la langenle commune . dans lout syslctne oil la 
distance du point de contact it la secante dont il s'agil est tin infinimenl 
petit du premier ordre . 

Si Ics deux courbes sont represen tecs par deux equations outre des 
coordonnees rectangulaires x,y, et si la tangcnle commune n'estpas 
parallele a 1’axe des/, alors, cn supposant la secante parallele ii ee 
meme axe, on deduira du Uioorfeme III la proposition suivanle : 

TiifcoiubiE IY. — Pour obtenir l' ordre de contact de deux courbes 
planes qui se louchenl cn un point oil la langenle commune n'est pas 
parallele a l' axe des /, il suffit de metier une ordonnee / res mixing du 
point de contact, el de cherchcr le notnbre qui represente V ordre de la 
portion infinimenl petite d'ordontiee comprise cnlre les deux courbes , 
dans le cas oil Von considere la distance du point dc contact, a V or- 
donnee cornme infinimenl petite du premier ordre. Ce nombre, diminue 
d’une unite, indique V ordre de contact. 

Gomllaire I. — Soient 

( 9 ) X =/(*)> y = V(a!) 

Ics equations des deux courbes planes, Elies auroiU un point common 
correspondant a lino valour donnpo de x, cl cn ce point nno langenle 
commune, non parall61c a I’axo des/, si, pour la valour donm'so dc x, 
les equations des deux courbes fournissontlcs valours cgalos ot linies, 
non seulement dc I’ordonnce/, mais encore dc sa dcriveo /, on norlo 
quo les equations 

( ,0 ) /(<b) = !?(,*) 

et 


00 


J 


1 w 


soient venfiecs, et que les deux membres dc cliacunc d’cllcs con- 
scrveiit des valeurs fmies. Dans cottc hypotli&so, la difference 

(,2) *(«)-/(*), 

qui s’evanouira pour l a valeur de. « relative an point common, 
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deviendra infinimcnt petite quand x roccvra un-accroissoinenl infini- 
inenl petit; ct si l’on considisro cot accroissentenl comma ('slant. du 
premier ordro, 1’ordrc de la quantile infinimcnt polite qui repre- 
sentcra la nouvclle valour do F(a?) — /’(at), surpassera d’liue unite 
l’ordrc de contact dcs deux courbos. 

Coroltaire II. — Si Ics deux courbcs so loucheiU on un point do 
l’axe des y, mais sans avoir col axe pour langonlo commune, if sul- 
fira, d’apres ce qu’on vionl do dire, pour determiner l’ordrc dc con- 
tact, de chcrchcr ic nouibro qui indiquera l’ordrc do la difference 

cn considerant l’abscisso x comma line quantile infinimcnt polite du 
premier ordro, el de diminuer ce nombro d’une unite. 13 n operant 
ainsi, on roconnailra quo Ics parabolcs 
(i3) y — x' ! , f — x 3 

out a l’origino dcs coordonnees ua contact du premier ordre, tandis 
quo, au memo point, les deux courbcs 

(j(i) ^ = a?'*-'" 1 , y = x n+i 

auront un contact dc I* ordro n, ct les deux courbcs 

V A 

(i3) y — x\ y = x' 

5 i 

tin contact do l’orclrc j — i = r < 
n l\ 

Corollciire III. — Supposons quo les courbcs (9) aient un point 
commun corrcspondant a I’abscisse x, ist cn co point line langeute 
communo non parallele a l’axc des y, avee un contact tic 1’ordro a. 
So it d'aillours n lo noinbre cnlior egal ou immediatomenl suporiciir 
ii a. La difference 

( 12 ) F(x)—f(x) 

sera nulie; et si 1’on tlesigno par i un accroissomcnl infinimcnt poliL 
du premier ordre atlribuc ii l’abscisso x, l’exprcssion 


(. 6 ) 


F(« + i)— i) 
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, m (cn vertu <lu corollairc I), mi infin.mcnt petit <l<' « 

Op, les derivdes du cello expression par rapport a / (Haul rospnclivo- 

" ltllf F'( ,r -r / ) — f’(‘t + i L V't-tf-M) — /"(■»' 0 

il n'-MiIle tie ee ijiii a etc clit ci-dessus (page rid) (fue 




.. i w 


.sera la premii'ro ties expressions 

F (j. + *•) -/(■*“ + 0. F'(Jf + 0 -/'(* + I'V-t-O ')■ 

(|tii ceasera de s’ovanouir avre i. En d’a Hires (ermos, 

F l "+0(,r) — / ( " +l) (-e) 


sera la premiere des differences 

*V) F'(.r)~/'(.r) t F(.e >-/"<•«>. ... 

qui olitiendra line valour di Hr rente de zero. On aura done pour le 
point common 

| F(J7) =/(jj), 

(FV) =/'(•*). 

Or; F'(.r) =/'<«). 



\ Ft«>(.r) =/<" , (jc). 

Par consequent, lorsquc deux oourbos sc touchent en un point oil la 
langentc commune n’est pas parallelc ii l’axo dcs y, non seulemnnl 
pour le point donl il s’agit 1’ordonneo y el sa do riven y' no oliangonl 
pas de valour dans le passage de la premiere courbo ii la socondo, mais 
il on est encore de memo des derivecs suecessives y", y'\ .... ju.squ’ii 
eelle dont l’ordre coincide avec le nombre cnlier egal ou immiidialo- 
ment superieur a I’ordrc du contact. 

Corollaire IV. — Si, los deux courhcs a) an t un contact cle I’ordro a, 
la tango n te commune devenait parallelc ii l’axo des y, alors, on allri- 
liuanl ii I’abscisse du point de contact uu accroisscmonl. infiniinont 
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petit du premier ordre, on lie trouverait pas genera lenient ptuir la 
valour correspoiulanle do la difference F(\r) — f(x) tin iiiliuimeiil 
petit do l’ordre ci- t-i. Ncanmoins, on, pourrait encore determiner 
l’ordre cl u contact par la melhode donl nous avons fail usage, pourvu 
quo 1 ’on substitual la variable y ii la variable .r, e( rociproqucmonL 
Ainsi, par example, pour montror quo les deux courbes 

(18) y — .t”, y — .c a , 

qui louclient ii 1’origine 1’axe des y, out on co point mi conLaot do 
I’ordre il suJIira d’obsorver quo leurs equations, residues par rap- 
port a x, prennent les formes 

> 5 

•c-.rb .r = y\ 

r, t 

fit quo la difference/’ — • y i cst un inliniment petit do l’ordro 


quantl on considerej enmme un infinimont petit cl u premier ordre. 
Quant ii la difference F(,r) — fix), olle se rikluil, dans cot exomplo, ii 

a .’ 0 — a " ; 

ot lorsque Von considbro x eomme itn inlinimonl petit du premier 
ordre, cllc est une quantile infiniment petite, non plus tie I’ordre 

mais do l’ordro V soulement. 
a 

Corollaire V. — Lorsque la tangenlc commune n’osl pas paritllcloh 
I’axo des / ct quo l’ordro do contact est un nonibrc ciiticr, il sufllt, 
pour determiner cot ordre, do clicrchor quelle est la dernibre des 
equations 

(19) f(x)^V(x), /'(*) = F;(»), /»(*)= 

qui sc trouve verifier par 1 ’abscisso du point dc contact. L’ordro des 
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derivecs comprises dans cello dcrniero equation sera prcciscmont Ic 
nombre demand?. 

Pour etablir le (hcoW;me III, il n'csl pas noccssairo ile supposer 
fjue la seeante incnee a uno distance iniiniment petite cl ti point do 
contact dus deux courbes donnees resle parallel? a olle-menio pen- 
dant quo cetto distance diniinuo; il sulfit quo Dangle forme par eetlo 
secante avec la tangente commune no devionno pas infiniment petit 
et converge vers une Iimitc finic difleronlc de zero. C’cslce qui arri- 
vera, par cxemple, si la secante donl il s’agit passe par les exlremites 
de deux longueurs cgales et infiniment polilcs portees sur les deux 
courbcs a partir tlu point de contact.. Dans ce cas parliculior, Dangle 
forme par la secante avec la tangente commune aura pour II mi Let mi 
angle droit. Il est aise d’en conclure quo la distance du point de con- 
tact a la secante sera un infiniment petit du mcmc ordre quo cliaoune 
des longueurs ci-dessus menlionnees. Cela pose, on deduira immedia- 
toment du thcoremc III la proposition suivanto : 

Tiieoiu’:me V. — Pour oblenir l ordre de coni ad, de deux courbcs qui sc 
louchent en un point donne, ilsujjil de cherchcr le nombre qui represen tc 
l' ordre de la distance infiniment petite comprise enlre les exlremites de 
deux longueurs cgales portees sur les deux courbes a partir du point, de 
contact, dans le cas oil ces mimes longueurs deoiennc.nl infiniment 
pelilcs du premier ordre, Le. nombre donl ils’agil, diminud d’ une unite, 
uulique toujours 1' ordre du contact. 

Corollaire /. — Soil i la quantile infiniment petite qui represen to 
chacune des deux longueurs. Designons on outre par x, y et?, vj les 
coordonnecs des points auxquels cos longueurs aboutisscut sur la 
premiere et la secondc courbc, et par 

(20) 

la longueur de ladroite mencedu point (?,Yj) au point (x, y). Si 1’on 
considere i comme un infiniment petit du premier ordre, et si Ton 
appelle a \ ordre de contact des deux courbes, la distance a, comprise 
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on Ire los deux points (x, r) cl ( H, rj ), sera (cn vorlu du theorome V) 
un iufinimcnl petit de P ordro a -I- r. Par snilo, lc cam'; do cello dis- 
tance, on la soniino 

(0.1) (,c — £) 2 -i- (y — o)' ! , 

sera u n inlininienl petit do I’ordre 2(// + i); ec qni exige (flic les 
do.ux difioranoes 


(o.o.) 


.V~C, f — O 


soienf dc I’ordro a -1- 1 ; on quo du moins I’une soil do col ordro,, 
I’aulre (’slant d’1111 ordro plus clove. On arrivorail ii la memo conclu- 
sion on observant quo los valours numeriquos des expressions (22) 
ropresonlenl les projections do la distance a sue les axes das x ot 
desv. K11 oflet, il osl aise do rocmmailre qu’w/e distance injinimvnl 
petite el ses projections sue lex axes coordonnes son t cn general des tptan - 
lites de mime ardre. Settlement , I’ordre de la projection stir ran des axes 
pent sttrpasser l' ortlre de la distance, dans le cas oil relle-ci devient sensi- 
blemenl paralfe'le it I'atitre axe. Mais il cst clair quo colic dornioro 
condition no saurail olro remplie ii la i'ois pour los deux axes des a.’ 
el des,)'. 


Gorolkure If. — (lonservons los memos notations quo dans le oorol- 
lairo precedent. Soil ton jours a I’ordre do eon lad des deux euurbos 
donuoos, ol designons par// lo nomlirc enlier ogal 011 inimbdialomonl 
superieur ii a. Puisquo, la quanlite /elant rogardoo comma iiiiinimonl 
[lolilo du proniicr ordro, les doux cliflVirenees 


l™.) j 1 - ’£, y--n 

doivent (Hro Pune ot Paul re de Pordrea 4 - r, ou Pune de cot ordro el 
Pantre cPun ordro pins eleve, il resulLo do co qtii a ole drl ci-dessus 
(page 1 33 ) (file, si Pon prend / pour variable indcpcmlanle, los ex- 
pressions 


(i3) 


^ i d(x-l) 

-f) 

d"(x-i) 
di " 

*~ 1 -' —d~ ’ 

rfi* ’ 

„ d(y — -n) 

d 2 ( y — Y/ ) 

d" ( y — 0) 

"'di 5 

c/P ’ 

‘ ’ ‘ ’ ih“ ’ 


•0 


Ohttv/cs de C — S* Hi t, V, 



U(i APPLICATIONS l> I! CM. CHI. I N l‘l MTI'SI M M„ 
s’cvanmiirmil avre lundis quo cIijii'ii m* dcs « i t* !• i \ i • c • ^ 

, //""(.>■ <!" "ii 

(‘*0 ( /,mi ’ 

mi (III inoins I’une d'enlro eessera dr HinMiii' pnnr i o, 

Soiunl d’aillours s cl. ; Irs arcs renl'ornios : r outre mi pniiil li \r d<> l.i 
premiere ilos ootirbos don lire’s cl lc poiul mobile ( ,i\ t t; colre nn 
|ioinl live do la secoude e.mirbc el lc |mml ( I;, /, i. (Imiune les I rni> 
variables i, ,v el, <; diHornronl ctilrc dies ile qiinnhlcs rnnsimilcs, on 
aura 


(af>) <li ,A ; 


('t I’oil poll IT 

'a prendre 

1 pour vari 

aide iuilepeinlante 

, tf 11. Itlil 

ll l .l 

(In la 

promiiM 

re conrbe 

, .v an lieu 

de i\ i| timid il s’ap 

1 l'il r|t' hi 

; mthihJi* 

('.(Hit'll 

<\ ? au 

lieu iln i. 

(Ida 

pose, 

les expressions ( ■> 

iirll 

l ilr\ iiMi- 

(Il'OIlt 

n'spiwl 

Livniiie.nl 







•/ 

. t/,r 

<k 

if,! 

(/'„ i/“ i 

./■' 



1 

^ ,/.s 

<k 

’ i/\ ' 

<k ! ' .A' 

J n ' 


{■‘(I) 

< 

ii <ly 








i/ii 

//-,»• 

il’t, t 

*1" 


cl. 

, 

( •' 

'* (/.V 

<k 

’ (A- 

• k ' ./%'• 



(’'7) 


<l“ 1 1 

,/■ 

1 

</" 1 S //■ 1 1, 




tty i 

1 

ilt , 11 ' 1 

(A" > r/„ ‘ 1 ' 



lin 6<p 

dan 1. Ins expressions (•.>.<> ) h 

zero, on i'n nn i* rn Ii 

‘n rt| ik;i( i mi > 


i , 

i c .a. 


tiv 


i 

<l> 

//> / 

(o8) ! 

1 is t 

<k 

tts 1 


• ,A* 

ft y> J 



.V, 

<h\ 

<ty 

<r 

n il‘y 


r/ ' t 



<k 

<k ' 




tty * * 


ijui dnvronl. tonics 


SC. vei’ilici' pour jo point niiiliifl «|<. N 


proposers, 
silHIS {‘.ij), 


limilis (|iii!, pour In mcuir pninl, rliuriiiic ties f\pi‘cs> 
on an inoins 1 mm <1 ciilrc dies, nhl iendra lino \aletir dil'~ 


loi'ni to tie zero. Si 
nienl, subsliltier, 


itittiiilciiaiil.ini observe qu’on pciii, sans iiicniivc- 
(|iiail(l il s’ap;i( do la sccondc eourbo, les Idlres 


< \ I M I IHU Mll.M'IM. | > |7 

i . \ rl v .ni \ Irl I ir - /, rl "ii .in immm i ill niril i;i I pm r Hi ;m I linin'- ini' 

1 1 ||l* [Inti . nllmi . i'll Jill* i I : 

I Him. mi </, u r mu? />, s ,/m \r lourltrnl u/ tin 

fiiHttt. W l'»n tnnxuitu hs •nntJ'mtms , t 1 ,/ # - i/utru/n t/if/rs rn/nm, 
,/t \ l<att?n*n\ rA / r/N x /n/\ /*i */// nnuthli imlt /a ntlu n h‘ t t f \t I'nti sup 
pnu at it/* mmpti »A ft /A 7 // // w p/olun>'t tfuns A nit'tnr \<//s 

ptnu A \ 1 A 1/1 1 <*mA< \ <r/#/ 1 A A/ #A/ «A nu/futf, unit uultmrtif /nun h 

pntnt J**nt if \ ti \ it , An j m tit f*!> n * , 1 » / It t/t \ i(t ! m 1 1 \ rfu pi t mu 1 ni iftr 

«■ I Inin ,< f**nt pn\ »A 1 ,tU u*\ ihtn\ ti pttwuyj <h In pnntit'n 
tom In tt ut \i <mUf > units ti . n % tit* turn, tit nn ttu t/t \ </< n\i < \ wiun 
Wt f ' jt ‘ ‘ ' t ' Ot ‘ ' J u "l li 1* * f It* ' I'nftln W 7 i/ t/ufuflic 

put h / mnA/* 1 -if/ i//i//'t // 11//1 ///) ii/ utpi t n m u IntJ/t tin 

iiUltn*' l *dh 1 I Umil || ( . ilnniiir* >| 1 1 I I I|U ( f It |i » ] I f 111 r 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 f I H 
riinii* i*'! »n nil* < | n t Ir d«m im.mlr., mi ,m mniir> I’liur dr** 

dnl \ , « lm V ’ <ml d> \ .ili (It , <|u;ih’l mi |*a ml .t d ll in* rnin ln* ii Taiil rr. 

imnihtu* / '1 I, drn\ 'Hin hr mil iiihr #*! f nil rmihirl dr 

I’hI * 1 1 r n , u *h 1 ;-n .iia t im iminhir Mi(|il i[tirh miw|Ui\ ;i|np s i|;m*> |r 
|M * a/o di I 1 |n 1 inn i r « mn hr a I ,i rtnndr, rliartiiir dr** t|liauli(r*» 


\ > 

r , 


/ 1 

•A 




f / 


, » 1 

r/ 


I'Hiimn u l.i itirim ’k.ih in |imih Ir pMinl dr 1 mi Im I , hni(irm|i|r rh;t 
1 lllir dr ill'll ^ d* T i n n 

: * 1 ./ 1 

4 ' 

nil an himn I'nm dr di n\ t piriidia MM** \ .drill 1 imilvtdlr. 

t Ml it/ftttl ' II '*MI| f 

♦ * • t * 1 V t » < 

H111* ImihUmii i| m r Ir mi i| lit* ilrw drn\ ^arialdrs >i\ n Si Tun niMnidi'lT 



CiS APPLICATIONS l)U CALCUL INK INITIiS IM A L. 

cos variables ellcs-mcnies conwue des fonclions do .v, propros a reprb 
senior los coordonnecs do la premiere nit do la socondo con rF><«, /’do 
viondra pareillemenl (onclion de.v, el I’on (rouvora 


, dr 

0Z(x, y) 

dx 



dy 

(h " 

dr 

c/v 

Oy 


( Is 1 

d'-r _ 

drf(.r, y) 

(p-x 


,7_) 

thy 

ds> ~ 

Ox 

ds l 

<)y 


ds' 

( 

, <h.i{a:, y) 

dx- 



d.v dy 


dx 1 

ds x 

■+" J x “ 

Ox <)/ 

ds ds 

d tl r _ 

t)S(,r, y) 

d"x 

<h1(X, 

y) 

( /"y 

1 ds il ~~ 

Vy ' 

<h n 

Oy 


ds' 1 1 


Or, do ces tlerniores Equations, joi ales an oorollaire I, il resiillc ovi- 
dernment quo, si les deux courbos proposeos on I. onlro olios mt con- 
tact do I’ordro /?, chactino des quantiles 


^ v dr d$(xy r) 

Z = -7,s -' 


(hr 

(L- 


d l £{,r,y) 
Vs* ' ’ 


d"r 

f/.V" 


r/«,1(.i- fi V) 

t/.\“ 


conscrvcra la inemc valour pour !c point do contact, dans In passage 
do la premiere courbe a la socondo. (Test ce qui arrivera, par exempli 1 , 
si Ion proud pour Hu rayon vecteiir mono do I’origine an point (.u, y ), 
ol determine par la formule 

/’ . - \Jx‘ -|- y 2 , 

Ajoulons quo la duriv&o 

(35) tll r ~ y) 

cts ’*'* 1 i i ~ 3 

deterininec par liquation 

(3(i) till' ~ t +Kv , d^(.r, y) d" "'.y 

ds"-*-' Ox ds " ' ' ” <)y~ di» ,'r •* 

ehangcra ordinairement de valour, qtmnd on passnra do la premiere 
courbe a la seconde, parce quo chacune des expressions (bo), ou au 
moms l’lmo dos deux, prendra une valour nouvolle. Noanmoins le eon- 



CALCUL DIP I 1 ' 15 H JiNTIEL. HO 

trairo pourrait avoir lieu dans certains eas particuliers, par exeiuple 
si I os valours do jr ct v relatives an point do contact roduisaient ii 
zero, clans lo second membra do la Ibrtmile (3G), I os coellicii’iils lies 
expressions (do), savoir 

~o~* 

ou du moinsle coc flicioii t etc celle don l la valour oh angora it. La memo 
romarque s’appliqiio a ilx derive os 

t/ll 15 ,. //»-**/> 

< 3S > ass- 


Si, pour fixer les idees, on considorc les deux oourbos 
(.3) f r\ y : .r\ 

(jui se touchonla l’origme, ct si 1’on proud 


t*)) 


r~.v*-\-y 


dr 


on reconnailra quo, pour le point do contact, non seulonient rot 


d i 


mais encore > conservcnl les memos valours dans le passage d’mie 


courbo a l’autre, quoique le contact soil du premier ordre soulomont. 

Corollciire 111. — Ooncevons maiulenant (jue Ton veuiJIo prendre, 
an lieu dc x, r — ( f(.r,r) pour variable imlependante. Alovs on pourra 
coneevoir quo, les coordonnees o.‘, y elant toujours J'onctious do x, 
x devienne function do r, et I’on lirera do I'equation ('ll), difierou- 
tico plusieurs fois par rapport a r, 


( 4 «) 


els elr' 

__ dS{x, ,r) (Px dKi(.v, r) / dx \ 3 
e h dr 1 d.l '- 1 i <1 V ) ’ 

tPs cl 1 3 ( .r, y ) /Is d-x d 3 y ) / dx y 
' clx " 'dr 3 " d ~ el? ' dr* ' h * ~ds' \d r) ’ 


dj{x,y) <0>y 
~~ dx dr>‘ 


* 



UMU.IOATIONS DO OVI.OUI, IM'IMTKSIM U.. 


i:»o 

Or, drs Idnnulrs ( 'p> U I'runics an rorollairr II, il rrsiillr i «h’in iim* li I 
quo, si I i's drttx onurlirs proposal's <i n I enll'r riles Mil conlarl dr 
I’o I'd n* //, Irs quantilrs 

f ds d's d's d° s 

r ^ ,ir' dt ' 1 /// J ’ 1 (h " 


ronsrrvcronl Irs ineinrs valours rrlali\rs an point dr nuilarl, <|iiaml 
on passera dr la premiere enurin' ii la srrondr. Ku siilisl il Maul rrs 
valours dans Irs equations 


I 

lh' 

d.r 

ds 



<(y 

d) 

ds 




dr 

ih 

dt ' 



dr 

ds 

dr 1 




tt'Kv 

d.r 

d's 

d'.r f 

ds 

d\y 

dr 

d's 


i ,/s y 

UVO ■ 

■ dr'- 

ds 

dr 1 1 

ih' l 

dr) 

dr- 

d\ 

dr' 

’ ,/s 



d".r 

d.r 

d" s 


1 * 1 1 1 

d" r 

d) 

d" s 




dr" 

d.s 

dt " 

1 ’ ■ 


dr" 

th 

dr" 

1 . • . 


rl ayanl, r^ard mi rnrollairr 

1 1, oil 

parvirmlra 

a us 

rtuit 

•lllsions stli 


vaulrs : 

Si Irs dniix eourlirs proposers mil rnlrr riles tin rmilarl dr I'lirdre n, 
r( si 1*1)11 proud/ 1 ,?(.»•, t r) poll r vanaldr indrpmidaiilr, nun srulr- 
nirnl. Irs rnordminres .r, r, mais rnrurr Irnrs drrivrrs, j iini) it'ii relies 
dr I’ordi'r //, savoir 


d.r 

d'-.r 

d\r 

d". i 

dr' 

dr' ' 

» * * 
*u *' 

‘ ’ dr - 

dr 

<hr 

d-' r 

d" )' 

dr ’ 

di ■ * 

,h ’ ’ * ‘ 

dr" 


rniisri'vrronl. Irs memos valours rrlalivrs mi point dr rnntarl, i|iiand 
on passers dr la premiere rnurlir ii la srrondr. II rsl dour prrmis dr 
MihsUlnrr ii la varitildr .v, dans lr rorollairr I, la \arialilr /•, lire par 
lino equation linir quelemiqno mix drnx roordoniiers y, Smile- 
jmni I., a pros rode substitution, I’on nr ponrra pus ttUirnirr quo, pour 
Ir jioinl dr rmilarl, I’unr mi inoins drs deux drrivrrs 


fl n 1 1 ,*• fl" 1 1 y 
dr " ' ' ’ dr" ' ' * 



CM, CIK, IHIT KIlKNTIEr. 


t!il 

change <1 c* valour dans Ic passage do hi |>ri*ni i i'> rc> onurlie ii la sernnde. 

Corof/airc IV. Siipposnns i|in*, I’nnlrn dn eoiilnel dcs deux 
combos dnniiccs clan! ojpil ii /r, I’mi premie loiijonrs /■ pour vsi rinli It* 
iiidepondanle, i‘l i|in' I’n n dosipfiio par 


* i 

(It 1 nonvollos I'nnolinnsdes ooiinloiinros .r, y. On aura 


( Vi I 


ilp 

i)f) //.I* 

Or Or 

dr 

dr dr 

1 dy dr' 

</' n 

Op d l ,r 

dj> <)'■/> d> } 

dr' 

t),r th' x 

ih dr" ! d.r' dr' 1 

>/" /> 

dp d u r 

dp d" ) 

i f ■ t * * 

dr" 

0 r dr fl 

d t Y <lr ,f 


<)'/> ,/)” 
th ‘ t/r‘ ' 


(•I. <•(11111111' los expressions ( VI) rmisiTvi'riiiil los monies valours oela- 
livos an pninl <lc e.nnlael dans Ic passage do la premiere coin in' a la 
seconde, il ost clair iju'on potirru eiidire aulanl, turn seiiJemeiil dcs 
l‘o n r I i <11 is dtirivoert 


( Vo 


ilp tl* ]t O n p 

ttr' dr' * 1 <lv n * 


dual les valours seroiil delorminees par los form (lies { \ \ ), mais 
encore dcs diHerenlioilos 


Oi«) 


i </'/> it"i> . 


On arrivcrail ii dcs conclusions scmhlahlcs cu sulisliliiaul la In nr- 
lion (( ii la fnnolimi p. Knfin on poiirniil cclian^'cr cnlrc olios los 
I'oiiclinns p, <y, /•, ... do I on los les man i V res possibles, el allirmer, 
par exempli', <|llo, dans lo ras oil !<• nmlacl osl do I'orelre n, los 
doi'ivi'os 


< 1 7 > 


dr d 4 r d" r 

(Iff } dp '* 1 ’ dp' { * 


prisc^s par rappnrl it lit vamibln p consul unto comma iiulapaiulsinla, 
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I S3 

et les diflcrcnlielles 

| dp, tPp cl"p, 

(',«) 

d/\ d~ r, , . . , d n 

prises par rapport ii la variable <7 eonsideree eonime indepondante, 
oonservent les memos valours relatives au point de contact, land is 
(ju’on passe d’une conrbc a I’autre. 

VoroUaire I'. — lticn n’empecho do. supposer, dans les eorol- 
laires II et III, 

r — x. 


Alors cellos des expressions qui renfermont la variable x so 
reduisent, la premiere a I’unile, les autres a zero, et cellos qui ren- 
fermenl y doviennent rcspc.ctivement 


(4o) 


1 1) fl- y d' y cl" y 

el.r' d.v'~ ’ dx' ’ * ’ c Lr tt 


Done, si les deux eourbes proposees out entre elles mi contact de 
l’ordre //, ct si 1 ’on proud x pour variable indepondante, non seule- 
mcnl I’ordonneej, inais encore ses deriveos succcssives jus(|u’ii celle 
de I’ordre n, conserveront les memos valours relatives au point de 
contact, dans 1 c passage de la premiere, eourbe ii la secondc. Ajou- 
tons quo, dans ce passage, la derivee do l’ordrc n -1- 1 et les suivantes 
prendront ordinairement dcs valours nouvcilos. Neanmoins le. 0011- 
trairc pourrait avoir lieu dans certains cas parliculiers. Ainsi, par 
exemple, si I’on considere les deux eourbes 

(5o) -c — .V s , .r-p, 

qui sc touchent a l’origine des coordonnties et qui out l'axe des y 
pour langcnle commune, on rcconnailra quo, pour le point do con- 
tact, chacunc dcs quantiles 

cly rl 2 y (P y 

^ y dx ) dx 2 y dx * 1 * 


conserve la memo valour clans le passage d’une courbc ii I’aiUrc, 
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l!>:t 


havnir la (|iiiin(il(‘ r tine* valcur iitillc, cl rlianiue lies deriveos 


dy 

dr' 


,H y 

./ r t' Hiic valcur inlinic, «jiini(| nr le emilael soil (In premier order 
srtilrmciil . 

I,(iis(|iic la (anomie eomimine ail\ deux emildies dminees nc eoiii- 
ridr pas aver |*a\r drs y on aver line parallelo ii eel a\e, ^ esl la 
drruiero des del ivers dr r i|iii eimservrnl les memos valours pourles 
dru\ ronrbes ( rnir le eomllaire V tin llirnremr IV) id, par suile, la 
derivee dc I ‘orcl n* // l i, savoir 


if" ' 1 y 
d.r » ' 1 ’ 


change inV.rssairemriil de valeiir dans le passage d’mie emirlio ii 
I’aulre. 

(■otv/fttur 17. Deux e.imrlies ijni mil enlre idles un rnnlarl dii 
second oedre, on d’liu order plus clove, soul Imijmirs osriilalriers 
1’ime de raulre, ptiisijii’elles doivenl. fouruir les memos valours ilv 
,)'• d'" relalives an poiul do emilael, dims le eas on Ton elioisil 
I’alisoisse .»■ pour varialde inilopomlaiile. Hreiproiiueinenl, deux 
ronrbes osrulalriees, dcvanl salislaire ii eellr eondilion, <| ti cl le ipie 
soil In droile <|iir I'oii premie pour axe des .r, mil iirecssiiiroinriil, 
an poiul. d'oseulaliou, un oonlacl du second order, mi d'uu order 
siipdrieur ii a. 

Ku lertiiioaiil relle Lermi, nous I'erons oliserver ijue les llico- 
n'liies IV id VI, aver lours dill'emils oorollaires id crux do lliro- 
rruir V, r.miliniiriif evidommmil dr sulisisler dims le ras oil I’mi 
dnsij'iic par ,r, t y non plus drs eoordmmrios rcrliiu^ulaires, niais des 
roordmmees oldii|iies. Seiilentenl, les lurmulos (ao)cl (,'l/|) dovronl 
aloes el re remplaeeos par les deux summit's : 

(;>I) H |(.r S)' J 1 (y -Vi)’ 1 u(.e- $)0' ■ 'll) anno | a , 

I 

(fin) r (./•* \ y‘‘ | ■ ».rj' oostf) 11 , 

S, II, t. V. no 


ORuwva rfi' t\ 
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15V 

el I' expression (21 ) par la somme 


(j.- — c)-+(y- /)) s H-a(.i- — Z)(y— n)rt)*d 
— [y — r, + (J- — £ ) cosc>l*-t- l(.r — c) sin 0 p, 

0 rcprcscnlanf I’anglo compns <*n tro los (lonti-axes d<*s coord nimo 
positives. 


CALCUL DIFFERENT! E L . 


I 


DIXIEME LECON. 

sun i.es im'Eiisrs r.si'i'm m; contact quk piiuyent opfiiiii dita couiirrs n.anes 

UKPIltSliNTfiliS TUI 1 > KIJ V EQUATIONS DOST ].’UNJ! llBNEr.lUIE l)KS CONST ANTES AIMI- 
THAIIIKS. POINTS 1)1! CONTACT DANS T.ESQUKLS l>m\ COLUIlIiS PI.AMiS SI! Til AVI! II SENT 
EX SB TOUCIIANT, 


Considcrons deux courhcs pianos rcprbscnleos par deux equations 
onlro dos coordonnocs x, y, reclangulaires 6u obliques, cl supposons 
quo, la forme of la position de la premiere coorbo isUmt complbtcment 
dolormineos, la fonno el la position do la soeonde puissontvarii'r avoc 
los valours do plusiours constantes arbitraircs a, b, o, ... comprises 
dans son equation. Soicnl 

(1) f(x>y) = <> 

I’oqualion do la premibre courbc, el 

(2) F(.r,y, a y b,c, ...)~o 

l’equalion de la sccondc. Conccvons, dc plus, quo l’on pronne 1’ali- 
scissc x pour variable indbpondanlc el quo l’on clioisisse sur la pre- 
miere courbc un point (x, y) dans lequel la tangonlo no soil pas 
parallble a 1’axo desy. On pourra disposer dos conslanlcs arbitraircs 
a, b, c, .... ou do quolqucs-uties d’cnlro olios, do maniero quo ies 
valours de plusieurs Iconics conscculifs do la suite 

( 3 ) y, y‘, y"> y'\ ••• 

reslcntlcs memos, pour l’abscisse x, dans lo passage dc la premibre 
courbc a la scconde. Aiors la soeonde courbc roufermcra lc point (x, y) 
dc la premiere el aura on cc point avec olio un contact donl I’ordro 
sera, in fori our d’uno uiiilo au nombro des tormes qui n’auronl pas 
change dc valours. Soil niainlonanl /* lc nombro des conslanlcs a, b, 
c Commc on clablit ontre dies lino equation de condition loulcs 
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les fois (fu’on egale Ics cloiix valours tl’un Irrmo do la serio(3) rcla- 
I i vos aux deux coui’Jjcs, il esl elair quo cos conslanlcs soront loufos 
delonninoos si I’on assnjollil Ics n premiers lormos do la sdric ii eon- 
server les memos valeurs dans le passage d’unc courbc a I’autre. 
Mais, si Ton garde seulemenl quelques-mios des equations ainsi for- 
mecs, on coinmencant par cellos qui sc rapporlenl ii I’ordonnoe yet 
a sos derivees des ordros inferieurs, plusiours constanlos resloronl. 
arbitraires et la sccondo courbc pourra varier de forme el. do position, 
sans cesser touLefois dc renfermer Ie point (cc,y) o( de toucher la 
premiere courbc en cc point. Dans le premier cas, 1’ordro du contact 
est au moins cgal a n — i, et on m6mo temps cel ordre est le. plus 
clove possible. Dans lc second cas, Pordre du contact est gen era le- 
nient infericur ii n — i. 

On arrivcrail a des conclusions scrnblables si I’on pronail / pour 
variable independante et si I’on considerait, sur la premiere courbc, 
mi point dans lequcl la tangente no lut pas parallele ii l’axo di>s a-. On 
pout, en consequence, enoncerla proposition suivante : 

Thkohemi: J. — Parmi les syste'mes de valours f/u’on pout altribucr d n 
conslanlcs arbitraires a, b, c, . . . renfenndes dans V equation 

( 2 ) !'(■»■, y, a, l>, c, ...) = o, 

il exisle gendralemenl tin systemc pour lequel la courbc representor par 
celle equation acquierl avec tine courbc dormer, au point dont l’ abscissa 
esl x, un conlacl d'un ordre au moins cgal au nornbre n ~ i el line in/i- 
nile de sysldmcs pour lesquels le contact entre les deux courbes esl d'un 
ordre infdrieur au mime nornbre. 

Corollaire I. Pour Irouvcr, parmi les sys tomes de valeurs de a, 
b, c, ... celui qui determine un contact d’un ordre an moins cgal 
a 71 ~ T > dans lc cas^oit I’on prend l’abscisse cc pour variable indopon- 
danle, il suffit evidemmenl de combiner cnlrc dies Ics formules qu’on 
obtient cn subslituant les valours de 


(4) 


y> /> y"> 
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tiroes clcis equations tic la courbc don nee, dans liquation finie do la 
socondo courbc cl dans scs equations derivccs d’un ortlrc inferieur 
a n . 

Si 1’on pronait pour variable intlopciulaiite, it la place do l’ab- 
seissc x, unc fonclion quclconquc ties coordonnces x , /, on Pare s 
com pie sur chaquc courbc a parlir d’un point fixe, alors, pour obtenir 
1 c syslcmc demande, il faudrait employer (voir la ncuviemc Lotion) 
les formulcs quo l’on trouve quantl on substitue 1 os valours dos 
q u an tiles 

(5) x, y, clx , cly, d'-x, d-y , d“- l x, d“~'y 

relatives a la courbc tlonneo dans liquation finie dc la scronde courbc 
ct dans scs equations difloren Licllcs d’un ordre egal ou inferieur a n, 
e’esl-a-dirc dans les equations succcssivcs 


I 

f y,n,fj,c, . 

• •) — 0 . 

1 

(6) ■ 

d F ( x, y, n, b, c, . 

■••) = 0, 

I 

1 

d K ~' V(x, y, a, b, c, . 

• • * • * * J 

•0 = 0, 


lesquclles, elan l developpees, so presentent sous les formes 


/ 

F(ir, y, a,b,c, ...)- 

l OV(x, y, rt,b, c, . 

, OV(x, y,a, b, c, 

. . ) Ox 

(7) | 

■■ CUT ’ - ■ » 

f dF(.r, y,ct, b,c, . 

r 1 dF(.r,.r,ff,i 

\ <)x 

Oy 


• dy — o, 



d n ~'y — o. 


Les formulas (7), donl Ic nombre est egal ii n, sulfisont eviclem- 
ment pour determiner les constanlos a, h, c, .... Elies renformenf 
d’aillcurs, comme cas pavliculiors, les equations auxcjuelles on arrive 
quantl on prentl l’abscissc x pour variable intlepcndanlo. 


Corollaire II . — Pour obtenir ties syslemcs do valours tie a, b, r, ... 
qui elablissenl outre la courbc tlonnec et la courbc representee par 
1’cqualion (2) un contact d’un ordre inferieur ii n — r, il sullit do 
conserve!’ quclquos-uncs ties formulcs indiquecs dans 1c corollaire 



I 
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precedent, cn comm enfant par cellos qui renfennontj ct scs deri- 
vccs ou scs diflcrcntiellos dcs ordres inferiours. Ainsi, par oxcmplo, 
lo conlacfc sera cn general <lu douxieme, du troisiome, ... ordro, sj 
I’on assujel.(i t (os conslantcs a, b, a, . . . a verifier Ios trois premieres, 
les quatre premieres, ... dos equations (7). Or on trouvera line infi- 
nite do systemes qui satisferont a do scmblables conditions. 

Corollaire III. — Lorsque l’equation ( 2 ) ronferme trois constanlos 
arbitral res cl sc r edit it a 

(8) F (x, y, a, b, c) — o, 


on pout altribuor aux constantcs a, b , c unc infinite do systemes tie 
valours pour lesquels la courbe (8) soil tangenle a uno courbc donnec, 
ot, pour obtenir ccs systemes, il stiffil de combiner les deux equa- 
tions 

I F(‘i'i y, a, b,c) = 0 , 

(P) ] dF(.r,r, A.c) <)F(x,y,tt,b,c) 

I — r UX H- — T « Y — O ; 

( Ox Oy J 


a pres y avoir substituc los valours do x, y, clx, dy relatives il la courbe 
donnec. Tin vert 11 de ces equations, deux constantcs sc Lrouvcronl. 
expriniees cn fonclion de ia troisieme, qui pourra restor arbilrairo. 

II n’en sera plus do incme si Ton veut quo la courbe (8) ait avec la 
courbe donnec, au point (x,y), un contact d’un ordro au moins c s gal 
a 2, on, on il’anlres Lermes, si l’on vent quo le point (x, y) devionne 
pour les deux courbcs un point d’osculation. Alors les trois con- 
stantcs a, b, c, ... so trouveront dcterminecs par ie syslcmc des trois 
equations 

F (x,y,a, b,c)-z o, 

0 F(.y, b, cl QVI^aJ^c) = 

Ox Oy J 

* V &> r ’ a ' (lx- -1- 2 dx d y + * F - Kf» b ye) 

Ox- dx dy dy i J 

0 F ( x b ,_c) di x + d_F(£, y, ^, 0< 

An./ d 
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Corollaire IV. — Si 1 ’on rcmplaco, clans le corollairo III, les con- 
slanles arbilraircs a, b, c par los constaiUes arbitrages vj, p, cl si 
I’on red ait la courbc (8) au ccrcle qui a pour equation 

(if) (» — 

la sccondc des formulcs (9) deviendra 

(12) (j: — £)tlx + {y—n)clj' = o, 

cl elle fora connailro la relation qui doit exister cnlro les coor- 
donnees £, vj pour quo lo cercle touche la courbc donnee au point 
(i x , y). Or, les coordonneos v) elanl cellos du centre du cercle, el 
l’equalion (12) elanl du premier degre, on osl on droit dcconclure, 
non sculemont qu’il y aura line infinite dc cerclcs qui touchcront la 
courbc au point (x, y), mats encore quo tous les cerclcs tangents 
auronl lours centres sur lino memo droitc, ii lnquellc appartiendra 
l’cqualion (ia), si 1’on considere \ cl vj commc seulcs variables, 
fiffectivcmcnt, il est clair quo les centres dc tous les cerclcs tangents 
sonl situes sur la normalc, laquollo est representee par 1'oqualipn 
dont il s’agit. 

Si Ton vent quo le cercle represent^ par la forimile (11), au lieu 
dc toucher simplemcnt la courbc donnee, ait avee cotlc courbc 1111 
contact d’un ordre egal ou supbricur a 2, ct devienno, par consc- 
([uent, osculatcur de la courbc, il faudra joindro aux formulas (11) 
ct (12) I’equalion dilferenticllc du second ordre 

( 1 3 ) {x — i)cPjc + (y— 0 ) d % y + dx 1 -t- dy " 1 — o, 

qui rcmplacera la derniere dcs formulcs (10). Alors les coor- 
donnoes lj, r\ et le rayon p so trouveront complbtement determines 
par lc moyon dcs formulcs (n), (12) el(i 3 ), qui coincideronl avec 
les equations (19) de la sopliemo Lccon cl avec los equations (16) do 
la huitiemc. 
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Corollaire V. — Concovons quo la courl)0 (a) soil- uno courbe 
parabolique dont I’ordonnoej se reduisc ii uno fonclion cnliere do .r 
da degrc /i — s, c’est-a-diro, a un polvndnio do la formo 

(i4) y = a + bjc •+■ cx- + , . . -(- <y.r" - '. 

Alors, si 1 ’on pro ml x pour variable iiulopcndanto, les equations (7) 
donneront 

i y — a 4- px n -~- 4- qx"~ x , 

y' t =z b 4- %cx + . . . 4- (n — :i)/>,r" -a + (/i — 1 )r/x n -*, 



= i ,2.3. , .(« — a)/> •+- 2.3./] ...(/( — i)yar, 

, ,9,3, . .(« — I)y ; 

el, pour determiner les constants «, c, q dc maniero (|iio la 

eourbe (i4) ait avec uno courbe donate, an point (x, y), un contact 
d’un 0 rd re egal ou supericur a // — 1 , i 1 su/Tira d'employer les equa- 
tions (t 5 ), apre's y avoir substituc les valours dc x , y, y\ , , ., yi»-'‘\ 
v i"-o re i a tivcs ii la courbc donneo et au point dont il s’agil. Si, pour 
plus do commodile, on designe par ?, -q les coordonncos d’un point 
qui soit situe sur la courbe chcrehee, sans coincider avec le point 
( jr < y)> cette courbe pourra 6trc rcprdsontoc par {'equation on | el vj 
qui resultera do 1 elimination dos constantes ci, 0 , c, p, q e litre 
les formules (i 5 ) cl la suivante 

(id) n — a + b\ + . + 

Or, si 1 'on developpclc second mombro de 1 ’cquation (16) suivant les 
puissances ascendanlcs dc £ — x, cn observant qu’on a, pour uno 
valeur quclconque du nombre onlierm, 


4"* = [ -t- ( 4 — a? )] "* 

( 

x) -+ - ^ x m ~* — J?) s •+■ . . . 4- ($ — a?) ,H , 


I 
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on Irouvfira 


Y) = a -t- hx •+■ c.i' 2 -h, . p.r "'* + q.r n ~ 1 

^ b -+- 3 cx -+- . . . -4- ( n ~ 3 ! p H- ( n - - 1 ) y.g " ~ 2 ^ ^ 

- 1 - 

' 1.9.3 u 


. 3 . . . ( n — i ) <y 




i . 2 . 3 . . . ( it — i ) 

puis, cn ayanl cgard aux formulas (p5), 


<iK) 


n r -t- -- U — .«■) -t- (; — -p) 2 -!-. 


+ 


I (»-2) 


i-fn-l) 


| „ ,t'Vi -5 -|- — — _ 'J- (* — x)"‘ 


Tcilc ost l’oqualion do la courbo paraboliquc du dogrc n — i quia, 
on un point donnc (j?, v }, nn contact dc l’ordrc n — r oil d’tin ordrc 
superieur avcc imc courbe donncc. On parvionl encore a la inline 
equation, quand on choroho ii delorniinor Ins conslanlcs B, C, I\ 
Q do manierc quo la courbo parabolique qui cs( rcprosonloo par la 
for mule 

t'9) -a — / == D(; — .r) +• . ,-i- P(i-- .rp'- 2 -| Q{£~ .r)" 1 , 

<»l qui passe ovidommont par lo point (.r,,r), acquirer fin re point 
avoe la courbe proposer un contact do 1’ordrr n — j. En rflpl, pour 
quo colic condition suit complin, il sullit, on vorlu des priuoipcs 
ctablis dans la nouvieme Lofon, quo les valours de 

<h\ (!'■■() ft“ - ’ tj 

( ao ) Jr’ •••’ 7775 - 1 ’ -f-n— r> 

tiroes dc la formulc (><)) cl corrcspondantos a \ =.r, savoir 
(m) H, i.atl, i , (n — 3)P, i.9.3...(« 

soient rospcclivcmcnl egales aux valours dc 

<*■»> /> y”, • •. r n '-\ 

OEnvi cs tic C — S II, t. V, 31 
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tiroes do liquation do In courbo donnee. Or, on egalanl los (j uan- 
tifos (21) aux expressions (22), on on conciul. 






A (ft "2) 

p 


a) 


O 


■(11 n 


1 .‘>..‘L..( n 


1) 


cl, on substituanl les valours prccedonlos do H, C P, < x ) dans 

I’equation (19), on relrouve preeminent Pcqualinn ^18). 

Dans le cas particulier oil l’on pro nil n ~~ 2, la courbo olioroboe so 
change on unc droito, et Pequalion (18), riuluilo a la forme 

(' a '0 n-y+fd — .v), 

represents, comme on dovail s’y allcndro, la tangenlo menec par lo. 
point (x,y) a la courbc qui ronferme cc memo point. 

Si l’on suppose, n = 3 , 1 ’equation (18), reduile a la forme 

(25) v-y- 1 - p(5~^)-i- ^(^-^) ! , 

representera unc parabolc du second dogre, qui sera osculalrioo do 
la courbo donnee, et qui aura pour axe line droito parallels do I’axo 
des y. 

Pour terminer co quo nous avons a dire stir le contact dos oourbos 
planes, il nous reste aclablir uno proposition digne do remarque, qui 
se rapportc an cas oil l’ordro du contact est un nornbre entior, et (jue 
I’on pout enonccr comme il suit : 

I’liEonoiE II. — Considerons deux courbes planes dual les equal ions 
en coordonnees reclang ulaires oil obliques se presenlvnl sous les formes 

< ,6 > r = /(*), 

( ? 7) / = F(.r). 

6 oncevons, de plus, que I’on designe par n un nombre enlier quelconque, 
cl que, les deux courbes ayanl un contact de Vordrc n en un point 
donne, les deux fonclions 


(28) 


Fowi)(*) 
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tesient eonttnm s put vuppoit it ,r, duns ft • rnisitutpt tie ee mime point. 
I,( v *fi u.v t nut !u \ st tt ueersetont t n \e toiielutnt, si n e\t un ttotnbre pun . 
I u < o/Hntu , si // t \t tut notnhee unpuir } / Ordonnee tie I une ties eouvhts 
ile/ftt tut r<i etwstitmmen! w tpetietuvit t' ordonnee tie l'<tnfn\ duns (e mi* 
sintfpe du point tie eunturf, h'n/in* duns h uneel I'antie hypot/u se, eelle 
t/ts otdonniis J y e) y I'Vr) t/ut deyiendnt lit plus' pntnde, (p/und on 
pitssem an de/it du point dr eontuef t n nvunyunt du eote ties ,r positives, 
st t <t 1 1 He dont hi det'teee de f unite n \ i ohtiendm /u plus pi unde eulettr 
uu point dont H s it pit. 

th inonsttuliun. Kn rllrl , lr rnnlarf clanl dr I'ordrr n , m» dan* 
It’s dillrreures 

I'A * 1 n f t / ’ M, r'li- i t) Pir t /), I *"\r | i\ f"‘{t I i) % 

un MiliMilnr | >n 1 1 r <■ I'ahscissi' du point ilnmir, 

i m» » r 1 U i i n / '" 1 1 J < e » i) 

mth la prnmrrr dr re* ilillnvnns <pii rrssrra dr s'rvanmiir avrr /; 
rl . |iti i^i| ur h’s lunrlimis / ,|W ' l, i .r ). rrslrnl mnlinnrs par 

hv| HillirM* il.ins In % nisi n du pninl dr runlarl, il rsl Hair (pin la 
dillV’IVIHT 

< .in | [' tn * n i r) /'i» ‘MM 

n'ulil irndra pour rr pninl ni unr valrnr nnllr, ni unr valrnr inliuir, 
rl sr rrdnira nrrrvuiiirnirnl ii unr qnanlilr linir dillrrrulr dr zrrn, 
ll'iiillrnrs, rn drsitfiianl par 0 mi immlu r mlrrirnr a 1 1 u n i I r , nil iirrra 
dr la fnrmiilr ( H ) dr rAddilion an llalnil iiilinilrHinial 

l III Imj‘ ! ( J /'(>/' i M / I I ,V| A M I ! I ^ / ) I ; 

/f | I I 

rl rnmmr, pun r dr Irrs prlilrs vatriir» dr /* Irs rxprrssiuns 

, | ( ,| |.*"nn ( , , /y/j r , /)/) 

srroul dr* qnanlilrs dr inrmr sipnr, nn prill rvidrinmriil allirmrr 
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<[ue, si J’abscisse ,r -h I diflcrc Ires pen do J’absoisso ,r, h* second 
mombre de la formule ( 3 r) sera nuft quantile a (Foe loo dn manic signe 
quo le produil 

(.!>) i“ "fF l " 'i>(.r) n (.»)|. 


Done, I ’expression F(jj 4~ i) — f{x -hi), oquivalenle a on soonnd 
membre, cliangora do signe avoc i el i"' ' , si a os(. tin noinliro pair. 
Alors cello dcs ordonneos/(.r h- i), F(.r -i- /) qui (Hail la plus potilo 
avantlo point de contact, du cole dos x negatives, doviondra la plus 
grande de I’aulrc cote; d'oii il rbsullc quo les deux oourbos so leaver- 
soront en sc touchanl. Le contrairo a lira lieu si /> osl un nombro 
impair. Alors, *"*' elanl unc puissance pairo do /, lo produil (.'L>) 
aura loujours le memo signe quo le f'acteur F<"' %r) ol, 

]iar suite, l ordonnec l 7 (a? -+- i ) sera conslaininont supcriuuro on con- 
stammcnl inlericure, dans le voisinago du point do contact, a I’or- 
donn6o/(j?4- 1), suivanl quo eo facleur sera posilil'ott no gal if, e’osl- 
a-dire, on d’autres termes, suivanl quo la quantile l ,v,H >(.r) sera 
superieurc on inlericure a la quantile /<"'-'>(,*■). Ajoutons quo, pour 
des valours positives de /, les expressions (3o) et (da) seront, dans 
la premiere hypothese commc dans la secoude, des quan tiles do 
memo signe, et qu’en consequence cello dos ordonnees f(x), F(.r) 
qui doviendra la plus grando an dela du point do contact, corros- 
pondra loujours a colie des derivees/"' 1 -'^), F‘"-'-')(.r) qui obtiendra 
la plus grande valour au memo point. 


t Corollaire L ~ langcnte ineneo it uiie eourbe par un point donne 
n’ayanl, on general, avoc cctte eourbe qu’uu contact du premier 
ordre, I’uno do cos deux lignes rcstcra pour I’ordinairc superiouro a 
autre avant et apres le point de contact, lilies pourronl, neanmoins, 
se traverser mutuellcment dans certains cas particuliers; ct e’est co 

qui arnvera pour une valeur donnee de si les valeurs corrosnon- 
dantes de J 
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mulium* dr .r, dans It* wiismaj'r dn |ininf dniilir. Mn rllrl, ilrsi^non^ 
par n tin uumhrr pair <|urlrnNi|iir v id stippnsmis i|lir, lc*s Inrtnitlrs 

< M ) I *S t .... > ' n 

rl. ml vrrilirrs pmir mir rrrlainr \alrur dr .r, hi \alriir rurrrspnm 
dun I r dr \ tUt ,J drinrtirr liuir id dillrrr dr /rim. Soil, iTaillnn's, 

I In ) i tt I b ,t 

l’r<|ii;il idii dr hi tuhj'rnlr. Cunimr on tirrra j'riirnilrmriil dr rrllr 
ri|ii;il ion 

\ (lit I r /, | " n, ) f», . . , 1 ’ I M ’ ■ » , \ fi J * 1 u, , | 

il rsl rlnir <| tt'iMi pas^anl dr hi rnnrhr ii hi ! n u^«m lr . on rrlrnnvrni 
[icMir lr pninl dr rnnlarl Irs mrmrs valrurs, non sriilrmrnl dr v rl 
tlr y . mam riirnrr t|r t \ \ .... r"'; id miiinir, dans rr passa^r, 
\ lJ i l lisui;;ri > ;t dr vnlrlir, iiuik pnnvmm rniirllirr i|iir hi rnurhr rl sa 
liili^riilr mirnu! mi rnnlarl d'nrdrr pair. Par suilr, hi la valrur 
dr r" n lirrr dr Pri|tialinn dr la rnnrhr ost mir tnindiim runlmm 1 
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( 'urnffttit r //. I.r rrndr nsrulalrur tPiinr rnurhr, rn un pninl 
dntiur, a\anl, rn ^riirral, nvrr ndlr rnnrhr mi rmilsnd ilu srrnml 
ordrr, rrs drtix rmirhrs sr I nivrrsrrnnl pnnr Pnritinaiir, Nrannmiiis, 
il prul arnvrr ijur, dans rrrlains nm parfirnlirrs, I‘m rd ri 1 dn rnitlari 
sVli 4 \r, id sr irunvr imlii|ur par uu immhrr impair. Aims It? rrtvlr 
iKimlalriir id la rnnrhr punmnil rrssrr tit* sr Iravrrsrr Niiiliii‘ll( , iiirnl. 
Ainsi, pnrrxrmplr, si la rnnrhr prnpnsrr drvirnl nm* pnrabolp, unr 
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ellipse ou lino hvp or bo Its le eerelo osculnlour aura un contact du 
trmsiome orilre avoc cello courbe, ot cossora do la traverse r, i|iiand 
on Idra emneider 1c point do con tael avoc lo sommel do la paraholo, 
avoc los oxtromites dos axes do 1’ollipso, ou avoc los oxlremUds do 
I’axo reel do I’liyporholo. 
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ONZIEME LECON. 

SITU c/i:S\UB QUE I 'on PIIT FURIi WES i OOIUlONNf.ES POI.AIIII S 1*01,11 CM’liniHt 
(HI I'OllR nfXOUYHUI DIYKRSES PHOPlUftTfS DPS C0BRIII8 PUiNKS. 


Dans Ins Logons proeodontes, nous avons gencralcmcnl suppose 
qu’une enurbe plane otnil reprnsonleo par une equation enlre deux 
eoordonnees rcclangulaires ac, y. Mais il ost souvonl utile do sub- 
sliluer a cos memos eoordonnees !os eoordonnees polairos r el p doja 
employees dans les Preliminaircs (page 17), et liees aux variables ,r, y 
par les form 11 les 

(1) jr~rcosp, y—rslnp. 

Nous allons indiquer ici quolquos-uns dos resullals auxqticls on est 
conduit par cette substitution. 

Observons d’abord (pie la quantile r, par laqucllc on dosigne le 
rayon vecteur mono do Poriginc ou pole ii 1111 point mobile, doit lou- 
jours etre rcgardec comme positive. Quant a l’angle p, forme par ce 
rayon vecteur avec un demi-axe donne, il pourra ctrc posit if on no- 
gatif ot recevoir une valour numcriquc inferieuro 011 suporicuro a air, 
ainsi qu’on Pa deja oxplique (voir les Preliminaircs, pages 17 ot 18). 
Pour plus dc coinmodilo, le demi-axe dcs x positives, a parti r duquol 
on compto l’angle/;, sera nomine doronavanl demi-axe polaire. 

Gela pose, il est clair : i° que Pequation de tout ccrcle, qui aura 
Poriginc pour centre, sera de la forme 

(■>-) o-R, 

R dcsignant une conslante positive egale au rayon du cerclc; 2 0 que 
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(’equation d’un demi-axo aboulissaiil a Torigino sora de la forme 

<o) /'— P, 

P dcsignanl une constants positive ou negative. On pent a j miter quo 
f’eqnalion (3) conlmuera tie rcprcsenlcr Ic memo demi-axe, si la 
quantite P croit on dunimio do nianicro quo raocroisscinent ou la 
diminution ait pour mesure un multiple do la circumference, ou, <*n 
d’autres tonnes, leproduit de t: par un nombrc pair, linfin, le demi- 
axe dont il s’agit sera romplace par un autre tlirige suivaut la memo 
droitc, inais cn sens inverse, si l’accroissement ou la diminution do 
la quantite P est le produil do la domi-circonfbrence u par un nonibre 
impair. 

Lorsqu’une courbc plane est representee par une equation ('litre Ic»s 
coordonnecs rcctangulaires x, r, on pent, a l’aido dcs lonnulcs (i), 
substitucr i mined ialement aux variables ,r, v les ooordoiuioes pn- 
laires, et oblcnir ee qu’on nomine V equation painin' de la eourbe. 
Ainsi, par exemplc, si 1 ’on appelle vj les coordonnees rectangn- 
laires d'un point tixe, et H, P ses coordonnees polaires lines aux pre- 
mieres par les for mu les 

(i) 1 — It cnsP, o = It sin P, 

on reconnaitra quo la droite menec par ce point de manibre a former 
Tangle p avec Ic demi-axo des x positives a pour equation on coor- 
donnees rcctangulaires 


(<>) 



(HI 


£j-J — Y- ti 
cosp SI tl Q/ ’ 


et pour equation polaire 


(6) 


reasp— RcosP __ csin^— R sin P 
cos q/ sin tp 


on, cc qui revient an memo, 


( 7 ) 


rsin(/> — p) — Usin(P — f). 
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aura evidcmmont pour equation polaire. 

(/•cos/; — II cosP J-+ ( /'sin/> — H sin P)- — p 2 

on 

(12) /•-— aIl/‘cos(/; — P) -h It 2 — p-. 

Dans le cas partieulicr oil 1c centre coincide avec I’origine, H s’eva- 
nouil, el J’equalion ( 12 ) sc reduit a 


r } —(j- on /• — p; 

c’esl-ii-tUrc ffu’cllc roprend la forme cle I’equation (2). 

II est encore facile dc s’assurer quo les deux parabolas el I’ellipse 
ou hyperbole rep rose 11 tecs par les trois equations 


( to) 

v 2 ^: Ift.r, 

(• 4 ) 

y'zrz — iff a?, 

(10 ) 

A a? 2 4- x\ y -\- V,y 


out pour equations polaires 


CO) 


07) 


08) 


a (7 cos// 
sirP// ’ 

2tf COS// 

~sfn 2 /;~ > 


K 

A cos 2 // a- all sin// cos// -+• £ sin 2 // 


2 K 

A. + C + 2 B sin 2// + ( A — U) cos 2// 


Si la formula (i5) sc reduit a Pune dcs suivanlcs 


Og) 


2. + - 
a 1 ^ b ! ~ 


(20) 



0* 


l’equalion (18) deviendra 


(21) 


rtVP 

« 5 siii ! /j -+- I> 2 cos 2 // 
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a toujours uno valour iinio differcnto do zero. On pout done sup- 
prinier ce factcur dans la formula ( 26 ), qui par 00 moyon so trouvora 
evidemment ramende a (’equation ( a5 ) . 

Dans nne ellipse, 011 dans line hyperbole, on appelle excentricile le 
rapport outre la distance d’lin foyer an centre et la moil, id du grand 
axe on do I’axo reel. Soit e ce rapport. I .a distance du centre a I’un 
des foyers sera, pour l’eilipse (19), 

el, pour l’hyperbole (20), 

(stf) az — \/a-+b 2 . 

<!ela pose, si 1*011 transporle 1’origine, dans l’cllipse, an foyer situe du 
cote des x positives, ot dans I’hypcrbolc, an foyer situe du cote dos.r 
negatives, les equations do ces courbes on coordonndes reclangu- 
laires sc prdsentcront sous les formes 

fr-f-tfs ) 2 v 2 (*r — as)- y ' 1 

n- + ¥ - 1 ’ “ ¥ ~ ' • 

Si dans ces dcrniercs on romol an lieu de b sa valour lirdo de la Ibr- 
niulc (27) on (28), olios deviendront respoctivemcnt 

y 2 — (» — (•» + «£) J ], y-= (e 2 — i)[(.r - as)"- - a- \ 

oil 

t*-9J + - £ .rp 

et 

( 3 ") r«(j 2 — 1) - e.z'p. 

Enfin si, dans Ics equations (29) et (3o), on substilue les eoor- 
donnees polaircs aux coordortnoos roetangulaires, on trouvora pour 
Tcquation polairc de I’cllipse 

(Bi) 


{/•_ a(i — s’) +•£/• C os/,]|> h-«(i — s 2 ) — £eeos/>l~o 
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a to u jours u no valour finio tli fForoulf* do zero. On pout done sup- 
primer co facteur dans la forniulo daG ), qiii par oo moyon so tronvora 
dvidommonl ram once a (’equation (a 5 ). 

Dans tine ellipse, oil dans urn: hyperbole, on appolle cxccn incite, lo 
rapport outre la distance d’tui foyer au oenlre ot la moil, id dll grand 
axe mi do I’axe reel. Soil i ce rapport. La distance du centre a I’ tin 
dos lovers sera, pour I’cllipso (19), 

at-.\ja i ~- b 1 , 

ot, pour I’hyporholo (20), 

(aS) as — \/# 5 -t- b % , 

Ola pose, si l’on transpose l’origino, dans l’ellipso, au foyer silne du 
cote des x positives, et dans l’hypcrbolc, au foyer sited du eh to des x 
negatives, los equations do cos courbes on coordomidos rerlangii- 
laires so p resen teront sous les formes 

( ft 4 - O E ) 2 P ' 2 { ,V — (t £ ) * V” 

p. + 7,1 = 1 > p — 777 - ' 1 • 

Si dans ccs dernidres on romet au lieu do b sa valour tirde do la Ibr- 
mule (27) on (28), elles deviondront respcclivoment > 

*«)[«> — (a;-eas) s ], /*=. <« 2 - i)[(.c -- ««)* - «*J 


Oil 


{ 29 ) 

+ j2__ [ rt (, _ £ 2) _ g-C j; 

et 


(3o) 

• r “'i _ f « ( s* — t) — ja?J s 


Enfin si, dans les equations (29) cl ( 3 o), on substituo los coor- 
d ounces polaircs aux coordonnecs rectangulairos, on trouvora pour 
(’equation polaire de I’cllipse 

(3i) -H£/’cos/)][r + «(i~e«) — s/*cos/»| — 0 
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ot, ]j on r 1’ Aquation polairo do l’hyporbolo, 

( 3‘l) | /• -- «(f s — I ) -t- £ /TUS/J |f /' 4- f/(S 2 — i) — II C0S/>1 rr O. 

Dans la formula (3i), Ic nombre s = y/i — ^ etant plus petit ijiii* 
l’u n itu, le facte ur 

r + a(i-j ! )-sr cos /) — /•(! — scos j>) + <?( i £ 2 ) 

aura toil jours uno valour positive difleronte dc zero. On pout done lo 
supprimer, ct roduiro ('equation polairo dc 1 ’ellipse a la forme 


(33) / (i + s cor/0 -- a(\ — £ 5 ) o on r= — • 

' 1 4- e cos p 

Si, dans cello dorniere, on pose successivemont 


on on lirera 


}> — O, /> — IT, 


e _r «(j - s), r — a( i + s). 


ties deux valours, dont la sonimo est egale ii 2 d, exprimeronl les 
distances du foyer pris pour origino aux deux extrcniiles du grand 

axe. Quant a liquation (32), dans laquolle Ic nombre £ = i/i + ~ 

ost cvidommcnl supericur a {'unite, clfc so decompose en deux aulres, 
savoir 

CL f — 1 ) 

(3(i) /•(n-ecos/>)-«(e 2 -i)--o ou r — — " £ 

ct 

ff(£ 2 — l) 

(35) /•(!-£ cos/;) -M(£ ! ~i)-o ou r = | • 

Or ii cst facile do. s'assuror quo chacuno do oellcs-ci represent to tine 
seule des deux branches de 1’hypcrbolc, ot, on particulior, quo l'uq na- 
tion (3i), do laquellc on tire 


ot 


r — a(z~~ i) pour p~o 


r - rr co 


pour 


V 


— ± arc cos 
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iipparticnl ii la brancho dont 1c foyer coincide aveo Porigine, (an < 1 is 
quo I’cquation (3 j), de laquclle on lire 


(‘l 


/■ .= «(s + i) pour /> — o 


r =.co 


pour 




arc cos 



apparticnl a l’autre brancho. hes deux valours do p aux<[uelh‘s eorres- 
pondonl, dans chaque brancho, des valours inlinies do /', indiquenl 
fes directions des deux demi-axes qui sorvenl d’asymplnles il cel It 1 
brancho. Quant aux deux longueurs 


/■ = «(« -l- i), r=-'(i(e~ i), 

donl la difference est egale a a a, dies exprime.nl, les distances du 
foyer pris pour originc aux deux cxtremilcs de I’axe reel de I’hyper- 
liolc. 

On pourrait ctablir directement et par ties considerations gdome- 
triques la plupart des formulcsqui prdcedenl, en expriinanl a I’aide 
de coordonnees polaires les proprieles connues des lignes quo cos 
formal es represented. Conccvons, par example, quo, P, 11 ddsignani 
les coordonnees polaires d’un point fixe, et ip un angle <|iideonqun, 
positif on negalif, on cherclio Pcquation pulairo de la droitc mcmic 
parle point (P, R) parallclemcnl au domi-axe reprdsonld par la fur- 
mule 


(36) /is— tj/. 

Si do I’originc on mene un rayon vocleur r a un point quclconquo de 
la droite, cl si 1 on nomine § 1’anglo aigu on olitus quo forme e'e rayon 
vcctcur indeliniment prolonge avee lo demi-axo (3(1), la valour de p 
correspondant au rayon vcctcur tlont il s’agilscra evidemmeiUdonnee 
par rune des formulcs 

^7) /j ~ -h d, p — ^ - 4 - S ±Z9.nr. 

on 
(38) 


P — 4* ~ ' '$> y; — — o i: 2/*7r> 
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n olanl un nonibro entier quclconquo. Ajoutons quo 1 os formulcs (3^) 
dcvronl etro preferees, si un rayon vocteur moliiie assujolti a Lournor 
autour do Torigine, on parlant do la position dans laquollo il coin- 
cidail avoc lo demi-axe (30), cst oblige, pour doer ire Tangle 3, do 
prendre un mouvement dc rotation direct, land is quo les lor- 
ni tiles (38) dcvronl dire preferees dans 1c eas contraire. Si mainle- 
nanlon projotto lo rayon vecteur r stir un axe perpcndiculaire a la 
droite donnee, on oblicndra pour projection la pins courte distance 
do Torigiuo ii cello droite, ct cottc plus courte distance se trouvera 
exprimde par lo produit 

r sin o, 

qui so red u it, on vertu des forinules (37), a 

/• sin(/j — i|i), 

I 

el on vertu des Tormulcs (38), ii 

/•sin (*-/>). 

Or la plus courte distance dont il s’agit clant evidemment unc quan- 
tile indepcndanlo des coordonnecs variables r ct />, noussommos on 
droit do conclurc quo le produit rsiii(/j — tj/) 011 /'sin('|- p) lie 
changera pas quand on y remplacera /> par P ot r par R. On aura done 

/•sin(/i — <]/):= U sin (l* — ij/) ou /• sin ( r |< — />) — H sin — l’p 

Oliacune do cos dornieres forinules coincide avoc liquation (7). 

Ghorchons ii present Tcquation polnire du ccrclc decrit du point 
(P, It) commc centre avee lc rayon p. Si Ton nomine p, r les coor- 
donneos d’un point quelconquc dc la circonference, ot § Tangle com- 
pris c litre les rayons r, R, on aura 

/)=rP±.i3 OU p — P — S -Z 2 «7T, 

ct, par suite, 

(3g) dzd = />-l > — S«lt, 

71 dcsignanlun n ombre on tier qui pourra se reduire ii zero. De plus, 
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l’aiiglc o etant oppose an rayon p dans lo triangle doul les roles 
son t r, R el p, on aura, en vci'lu d’un Ibooreme eoimu do Trigono- 
metric, 

l4f») coso-- — al{/l - 

Si, dans eettederniero formulo, on romol pour osa valour/; - P-i 2/nr, 
on obliendra ] ’equation 

/v , II s -,- 0 s — p s 

uID cos(/j- 1>) -- — 

qui coincide avec la fornude (12). 

Chcrcbons encore liquation polaire d’uno parabole don I lo soimnol 
coincide avec lc point (P, U) el Ie foyer avec I’origine. Si I’on designe 
par / j, 7 'Ics coordonnces d’un point quclconque do la e.ourlie, el par 0 
I’angle couipris enlrc les rayons/', H, la fornmle (%) eontiniiorn do 
subsislor. Do plus, la projection du rayon veclcur /• sur I’axe do la 
parabole aura pour inosure la valour nmneriquo du prodnil 

rcos <5 — reos(// -- P): 

el, eomme la distance du foyer a la dircctrice s<>ra dgale a 2R, la dis- 
tance du point (//,/•) a la dircctrice sera evidoimnenl (ujuivaleulo it 

", R — /'Cos(// — 1’). 

Mais, d’aprbs la propriele conmio do la parabole, cello distance doil 
aussi eti’c egale au rayon veclcur r. On aura done 


(-ia) 


/•— ?„U — r cos(/> — P) on 


•t K 

1 -t- eos(/> — I* ) 


Pour fairc coinculer ccllc derniere Equation avee la Ibnmile (m/J), il 
sulfil do prendre pour demi-axe polaire col u i qui, parlanl du foyer de 
la parabole, sc dirigo vers lo sominet de cello courbo, id de jtoser en 
consequence P = 0, 

On obli cud rail avee la memo facilite l’equalion d’une ellipse, dans 
laquelle un foyer coinciderait avec I’originc, cl l’unc des oxlrorniles 
du grand axe avec le point (P,R). F,n effol, soicnl loujours /;, /• los 
coordonnces polairos d’un point quelconquo do la courbo ot 8 Fangio 
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compris cntrc les rayons veclcurs r el R. Dcsignons on outre par a Io 
demi-grand axe et par t Texcentricite. Dans lo triangle form 6 avee lcs 
foyers cl lc point ( p , r ) tie la courbc, l'un ties cotes, savoirla distance 
des foyers, aura pour mosure lc produildu grand axe par roxccn In- 
cite ou la quantile sen, el lcs deux a litres cotes, don L la soinmo, on 
verlu d’unc proprietc connuo do 1 ’cltipsc, rlevra etro equivalent an 
grand axe, scronl represents par r et 2 a — r. Ajoulons que, dans ce 
memo triangle, 1 ’angle oppose au cote 'ia — r sera cgal a 8, si lc 
point ( 1 \ R) coincide avee Toxtreinile du grand axe la pins eloignee 
do 1’origine, el an supplement do Tangle 8, e’est-a-dire a % — 8, dans 
lc cas contrairc. Si, pour fixer lcs idees, on adoptc la scconde hypo- 
thec, on trouvera 


/• s +(2r/e) I 2 — ( 2ft — r 
( 2 (Q(l£)r 




ou , 

r= 

i + ecosi’ 


puis, on remettant pour 8 sa valour tirec do la formulc ( 39 ), 


m 


I -+- £ COS(,/J — P) 


Cette dernidre equation renferme, avee Tangle fixe P, deux aulres 
constantcsrt, e, dent Tunc pourrait et re romp lactic par lo rayon vec- 
teur R — rt(i — £). Romarquons do plus quo Ton reduira I'fiqua- 
tion (/|/|) a la formulo (33) si Ton prend pour demi-axc polairc celui 
qui, partant do Toriginc, sc dirige vers Toxtreinile la plus voisinc du 
grand axe do Tellipsc, et si Ton pose on consequence P = 0 . 

Considcrons enfin unc brancho d’hypcrbolc dont lc foyer coincide 
avee Toriginc, ct lc sommot avee lo point (P, R). Soicnt p, r les coor- 
donnees d’un point quclconquo dc eette brancho et 8 Tangle compris 
enlrc les rayons vecteurs r, R. Dcsignons en outre par 2 a Taxc reel 
dc [’hyperbole ct par t Texccntricite. Dans le triangle forme avee les 
foyers ct lc point (/>, /■), Tun des cotes, savoirla distance lies foyers, 

OEnvicS (le C. - S. II, t. V. 23 
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sera 6 gal au procluit 2 «£, ct les deux aulres cotes, don l la difference 
devra elrc equivalent a Taxc reel, scront represents par /' el 2 a ■+■ r. 
Ajoutons quo, dans ce memo triangle, Tangle oppose au cote 1 ut H- r 
sera preciscmenl Tangle S< O 11 aura done 

,,„ v * r' 2 + (k/e) 2 - (2a -+- f'Y a(E~— 1) r 

( 4 a) cos 0= 1 /- — v — =- 

' 2 (2az)r £ / £ 

ou 

1 ) , 

1 £ cos 0 * 


puis, on romettant pour & sa valour liree do la formula (3<>), on 
trouvera 


(46) 


«(£»-!) 

1 -+- s cos (p — P) 


On pourrait, dans cctto dernioro equation, remplacor I’uno dos con- 
stants a, £ par lc rayon R = a(e — i). Rcmarquons do plus ([u’on 
reduira l’equalion (40) a la forniule (34) si l’on proncl pour domi-axo 
polairc celui qui, partanl do I’origine, so dirigo vers le soinmcl de la 
branche quo Pon considoro, el si I’on pose on consequence P = o. 

Si I’on plagait 1’origine, non plus au foyer de la branche d’hyper- 
bolc dont on domande I’equation polairc, mais au foyer do I’aulre 
branche, il faiulrail evidemment, clans la fonnule (45), reniplacer In 
longueur za + r par r — za, On aurail done alors 


(47) 


cos(i =i (a«e)* — (I'-aa ) 1 __ a ( e s — i ) 

•i{'iai)r ~ 7f- 


oil 


et par suite 
(48) 


f — xp , 

£ COS 0 — 1 


/’ rr: 


i) 

£ COS {p — I r )^7* 


i 

£ 


En reduisant, dans cctte dcrnierc formulc, la conslanlc P a zero, on 
retvouverait Tequation (35)* 
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(In jn iil *.i* '.crvir aver avantape ill's ninrdiuiiic rs polairch, mm scu- 
Iriunil pmir cxpiinicr, inais minin' pmir drriuivrir Irs divcrscs tii'n- 

|»rn'li"i ml planes H pour drlcrinincr Imirs centres, Imirs 

.i\i"., Inns diainclrcs, Imirs [minis sinpiiliers, etc. famcevoiis, par 
cxmnplr, i|iii' I’nn :,r propose di* Inmvcr les ilmi\ sixes on I'ii \<> reel dr 
|’i'lli|i'.i' mi li\|imlmlf rcpresmilce par r«*«j n:il ion ( t <S > . II sullim cvi 
ilmn iiimi I , pmir v psirvenir, ilr dmilder la valmir maximum nu mi- 
minimi dn i.imhi vm'lmir /. lit' plus, il rsl clair n c n'llc valmir 
inaviimim mi miniinmn mrri'spmnlrn ait initiiiniim nit ;m maximum 
ilr I’cxpn inn 

i in l i H '.iir«/» i ( A (1 j rims /• 

•‘I, par mii'im|iimil, it niii' valmir ilr/* delcniiincc par la I'nrimilr 

l <") illnin/i (V < ! ) '.in i /* n mi tinip' 1 /* \ ' V' 

qn'mi nlilimil mi cpalanl it zero Iji derivec tlr I’cxprcssimi ( pj ). Or mi 
•.ali'daii a l'm|mitiuii ( m 1 mi de.sipmml ptir/t nil nnmlire cnlier ijtirl- 
rmii|nt' cl prmianl 

i ‘i II 

i n i i> air limit , „ /nr, 

' s \ (. 


m 

") 


I' 


i 

i 


tire timir 


<11 

\ c 




(!c*> ileus, dentines I'uniniles, scmldsildcs it I ' n<| tial i on (.!), repre- 
■•ciilnil deux ilroilcs i| it i sc nnipcnl a angles clrnih cl i|iii rnmciilmil 
aver Ics axes di' la enurin' ipic I'ihi ninsidcre. Ajnulnns (|tic I’nii lire 
dc la Inrniiilc I to ) 


in'/' in’.''/' ! i 'llsim/* i (A C) uiru/* 

* IJ VC yi i ii* i (\ i;p a II' t ( \ *ij*' 

ct i|it'mi cnn.',m|nmim' la valmir maximum mi iniiiiiniim de IVxpres' 
sum i p)) sera 
t :,.i i 


" V / '» *** i (A- C)\ 



i mo \ N 1 i,n: vtions mm < v i n i, i \ i i m u.^ i \t v i. 

On urrivorai( ciicmiv a rrllr nuirluMuii rii |i.tif.tul I * ‘ju.ihnu 


I '! It MM \fi i (V P I r M‘< » / ‘ I 

I | ‘t H hk ./I ( ^ f t ill t ' J i IP 1 \ I • . 

(I i’ hiq uiOIf* 1 1 rest) lie t|nr In \ .ilmr mimri IVvpi r * imh |>, > <• 

/nujnnrs iiifiTirmr ii In rnrinr t.iinr dc In miiiiir | U t \ 1 1 i 

(|ii;iml la cl i IIV* rrMH’i* ll hw j /t y \ 0 i ui * p n uiir \ilmn <li||< 

nolle ile /crn, cl tlm mil ii ccllr i.irini’ uiin , <lm, li lmi 

lii iihmiic ilillrmin 1 sYuiiihuiI, Si iiuiMfcii.inl mu ul* hhm u. . c* 
vniK'ii I Huns I;i lAnnulc (iHk ,m Inn •!*- |V\|m , inn \ * 4 

valriir in I n t mi uni \ \ 10 } ( \ l! r, W .i v.iImu mii\hhmm 
I \//| IP I ( A (I )\ mi nl il tt 1 Mil IM Ics i|r 1 l\ i'i|ImI|m|i>, 


\ C \ \\\ i I \ 1C 

.VO /* ' K 

\ , i: \ , ii v i , 

I i'sl i'uoilc ill' s’assiiri'r ij n»* lo>. valoui'* |ne> odoiilr . ,|i- , 
li'iiv nirinos tic I *rt| n;i f ion 




H . 


*M|lf II'* 


ili'jii oltl.on lie daits la iin/.iouio honm Calnil diliciitifirl l mitim 
Ion i* jti a <nl nil , savnir 

K 

vi: ip' 


' s( limjiuirs mu' (|ii:inl id- till a fri«-i< .hi uioiuo |., ,|,u, 

A(. ♦ B J , ili’Nl Hiiin|n't'||('.s M'l.ml hmi,-s ili-n\ im.-mIm >i, \t. || 

uliiiil jinsilil. A, (■ cl K soul lies i j 11 ti n 1 1 1 «* . do iiirmr ,i;*it<\ \| Mj , 
valours maximum cl niiiiimuin .|c r‘ IminiM.iur «h n v v.dcm . i. rllt-. 

iiiaxiimiin cl minimum ,ln rayon vodour/. An ■•••uiaMii 

lies valours do d rcslcra |insi(ivo, of la valour d..ufo do / 

roslcru snulo roollo, si AC H* dovioul i.o K alil' flu sail of 

quo la oouilitiiiu AC* — B J >u osl vorilioo jmur |VI|i|om, tpii d.-iiv. 
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axes reels, el la condition AH — B a <o pour l’hyporbole, qui a tin 
sent axe reel. 

Darrni les conrbos don l les diverses propridHbs peuvenl etre plus 
aisement rcoonnues quand on fait usage de coordonnees polaires, 
nous (.Microns les spimlcs , qui torment ordinairoment tin grand 
noinbre, souvent mo me nne infinite de revolutions autour dc I’ori- 
gine, de manibro a s’approcher on it s’eloignor de plus on plus de 
cetto memo origino. Les spirales (jui out parlicnlioreincnl fixe l’al- 
lention dos geometros sont la spiral? il' Arr.himcdc, la spiral <• hyperbn - 
lujue el la spirale lagarilhmhpic. 

Dans la spirale d’Arehimede, le rayon veoleur r ore if proporlion- 
nellement it I’angle p. Kilo a done pour equation polaire 

(l>d) >' <>/>, 

a designaut nno quantile conslanlc. Lorsquo cetto constants ost posi- 
ti vo, on no pout attrilmor it p quo dos valours positives, puisque r ne 
doit jamais dovenir negatif. Dans la memo hypolliose, si Ton designo 
par II la valour de r correspon daat a p ~ 271 , on aura 

R = 2 an, 


ot si Ton fait croilre 1’anglo p dejiuis zero jusqu’ii l’inlini positif, 


rayon voclour r variora entre los memos limiles. ISn consequence, la 
courbo potirra etre considered eotnmo deerilo par nn point mobile 


qui, partant do I’origino (les coordonnees, tournorait uno in fin ((6 de 
1‘ois, avoe tin mouvemont de rotation direct, autour do cetto origino, 
ot s’en oloigncrait imlollnimont. Si, dans (’equation (50), on sub- 
sti Luo a la conslanlc a lo rayon vectour H, cetto equation doviemlra 


(5 7 ) 



ot si Von prontl, avoc Archimbdo, lo rayon Rpour unite dc longueur, 
on aura siinplcmenl 


( 58 ) 
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La spiralo hyporbolique csl cello dont on obticnl l’cqualion polairr 
cn ccrivant les coordonnoes polaires v e C p a la placo dos coordonnees 
rcctangulaires x cl y dans liquation xy = a, qui rcprcsonle une 
hyperbole dquilatbrc rapporteo a scs asymptotes. Lotto spiralo soi«i 
done roprcsentec par la formula 

a 

(%) 


rp r. a 


ou 


r — 


Si Ton suppose la constanlo a positive, p devra retro parcillcmonl; ol 
si I’on fait varier p entro les limiles o, co, r varicra outre les limites 
co, o, do maniere quo I’on ait 


el 


— oo pour p — o, 

/• = o pour p~<x. 


En consequence la courbo pourra etre considcreo comma decritc par 
un point mobile qui, partant d’uno position dans laquollc il so Irou- 
verait place h tine distance infinio do 1’origine dos coordonnoes, tour- 
nerait tine infinite do fois, avee un mouvement do rotation direct, 
an tour dc celle originc, et s’en approcherait inddfiniinent sans pou- 
voir jamais 1'atteindrc, r tie pouvant s’ovanouir quo dans lc cas oil In 
nombre dos revolutions dcviendrail iiilini. Ajoutons quo la spiralo 
hyporboliquc a pour asymptote la droilc parallele a l’axo dos x, et 
dont liquation cn coordonnoes rcctangulaires csl 

(6o) y — a. 

En efFet, on tire dc I’equation (5q) combinee avec la seconde dos for- 
mules (i) 

sin » 

/ — fl— L > 


ct par consequent/ = a , pour une valour nullc do p, it laquelle cor- 
respond, comme on l’a dcjtt remarque, une valour infinio dc r. 

La spiralo logarithmiquo cst cello dans laquelle Tangle p sc reduit 
au logaritbmo du rayon vcctcur r. Si les logarilhmos sont pris dans lo 
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syslbmo dont la base est A, et indiques par la caraclcristique L, alors, 
on posant 

r i 

he — Tr — a, 

i l A 

on trouvera pour l’cqualion polaire dc la sp i rule logariUnniquc 
(Qi) p ~ L/’“ al/\ 

ou 

r 

( 62 ) r—c a . 

Si Ic nombre A est suporicur a l'miile, la constants a sera positive. 
Alors, landis quo p variera onlrc les liimtes 

p — co, f) ” go, 

r sera loujours positif, et variera entre les limilcs 

r 0, r — co. 

Do plus, on aura r— t pour/i = 0. Cola pose, on pourra evidomment 
considcrcr la spirale logarilbmique comine decrilo par un poinl 
mobile qui, place d’abord sur io demi-axo polaire, a la distance 1 tie 
l’originc des coordonneos, lournerail uno infinite do. Tots, avee un 
niouvoment dc rotation direct 011 retrograde, aulour do ectte memo 
origino, de maniore ii s’en eloigner indefmimcnl dans le premier oas, 
eta s’en rapprochor indeiinimont dans le second, mais sans pouvoir 
jamais 1’atteindre. 

Lorsqu’imc courbe plane est represen tec par unc equation on coor- 
donnecs polaircs, pour la fairc tourncr autour de l’origine de manibre 
quo cliaque rayon voelcur decrivo un angle cgal ii P, il sullit evidem- 
mcat de remplaccr la coordonncc p par p — P, on ayant soin d’al- 
tribucr ii la quantito P unc valour positive, quand lc mouvomonl de 
rotation est direct, et une valour negative dans le cas contrairc. Hit 
operant comine on vient dc le dire sur ^equation {62.), on obtiendra 
la fo ramie 

v - p 
r — e " , 


( 63 ) 
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(jui represontora la spiralo logaritlnniquc dans unc position nouvelle. 
Alors, si I’on dcsignopar It le rayon vectcur corrospondant a p o, 
on aura 

_r 

H ~ e ", 

ot 1 equation (G 3 ) pourra ctre presentee sous la forme 

c 

(0:*) /rrlle" oil p a(h — 1\\). 

Si, dans la dorniero Ibrmule, on subsidin' aux eoordonnees r el p 
lours valours on x et y tiroes dcs equations (i), savoir 

(<>(>) p — ai'n t;uig^£^, /•-- i/.rM- y ‘ , 

on rctrouvera preciscnient i’equation (47) do la premiere Imeon, 
e’est-ii-dire I’equation do la spiralc logarithmique en eoordonnees 
rectangulaires. 
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DOUZIEME LECON. 


usa(m: nr.s (.ooiiiionMtr i’oi.iihf.s I'Oiit i.a d IS wh m i r a t io n nn i/inoiir wsor, 
iif, i.’aiu:, hi; mayor in: domain:, itc:., ii’urk coukiie h.art. 


Si I’on vo u ( so bal,i I nor 1 os coordomuios polaircs aux eoovdonmVs 
roclangulairos, dans lcs Ibrniulos qui dclorininonL 1 ’ i nol i noison , 1’arr 
mi le rayon do oourburo d’lino oourbo piano, il sulfira do rocourit* aux 
nqaalions 

(i) x — roos/i, / — /ship. 

Ainsi, par example, la formula 

(•a) . iang<]/ = » 


([iio nous avons elalilie dans la premiere Logon (page /i'll), a l qui 
IburniL pour I’angle i}' 11,10 infinite do valours numeriquos donl la [dus 
polite osl Pinclinaisou do la combo, dovicudra, on vorlu dos oqnn- 
tions (i) 


(3) 


lllllg'l 


sin p dr -\- r cos p dp 
cos p dr — r sin p dp 


r dp 

tang/; -l- -j f '~ 


lnng/j 


r tip 
Ur 


ol l’on on conclura 


ou 


r dp 

Uf 


lon g([/ — in ng/> 

i -i- langi|/ t;mg/A 


” lnng(i|» — /O 


( 4 ) 


r.ol(|A — p) 


dr 
r dp 


On pourrait, au vcslc, elablir diroctement la Ibrnuile (4). Jin eflet, 

Qfinvms fie 6\ — S. II » t.V. 2 '( 
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cornrac oil a, on vcrlu ties formulas (i) fit ( 2 '), 


eos/i siii/> cos t|/ _ sinif 

~T- ~ ~ •’ -,CF " dy ' 

Min trouvera 

cos(i|/ - p) cos/I cost}/ - 4 - sin/ isin | .rd.r -i ydy. 
(■>) <:ot( y — p) - - — C os/isini]i — sin /j cosp :c dy —y dr 


D’aillours on tiro ties equations (0 


— v J , /> — arc long 


m- 


o>) 

ot par suite 

, , , , xd\ v dr .r dy - vd.r 

q r dr — ixdx 4 - o.y d> , dp -r. — — fli - < 

ou, ce tjui rcvicnl an memo, 

( 7 ) r dr — x dx -1- y dy, 1 5 dp - - x dy - y d.v. 


II on rcsulte quo le dernier memhre de la forinulo (j) pout olro 
reduit a 

r dr __ dr 
r'- c/p ~ r dp 


ot cettc formulc clle-mcmc, a l’equation (4). 

On pourrait encore parvenir Ires aisemcnl a la Form u lo (/|) on 
s’appuyanl sur les principos elablis dans la nouviemc Logon. I$n oflnl, 
on a vu dans la Logon pro cod on to quo [’equation polairo d’une droilo 
donl les coordonnecs variables soul/’ alp, est de la forme 


( 8 ) /■ sin (/> — <p) — Rsin(P — ip) -- const., 

et, pour quo cettc droilo touche une courbe plane en tin point domic, 
il fan dragon' la nouviemc Logon) quo les valours cles quantiles 

. , dr 

r cl 27 

relatives au point dont il s’agit rcstent les memos dans le passage do 
la droitc a la courbe. Or, cn difTeronlianl I’oqualion (8), on obtient 
la suivante 


( 9 ) 


sin ( p — if) dr -h cos (p — p) r dp =. o ; 
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(|iii eoincido avec la formtile (4). Done cello I’ornuile devra elrc veri- 
dee, pour le point do contact, par los valours do r el, ^ tiroes do 
I’equation do la courbo. 

Dans !(• cas oil Ton proud // pour variable indd pond ante el ou Ton 
dosigne par 

,.t r <* 

' > ' i ' j * • 

les dorivees succossivos do /’relatives ii p, savoir 

dr cl 1 r d'r 

dfj' d/r * djt i ’ ’ 

l’(’(| nation (4) dcvionl simplemonl 

(m) COl(4- 


La form ilia (4) mi ( u> ) line fo is obtenuo, il osL facile do trouver les 
equations polaires do la langenlo el do la normals' monecs si tine 
courbe plane par tin point domic. Concevons, par oxcniple, quo,,//, 
r dosignanl loujours los coordoimeos du poittl do contact, l\ H de- 
vieiinont les ooordonnoos variables de 1st langente. L’equation polairo 
do ce tie, droilo sera 


<»0 


|{ sin < I' • >]y) - r sin (// -- <]D, 


pourvu quo Ton determine 1’angle, <|/ par la I'orninlo (4) ou (m). Or, 
ini raisonnant oommo on I’a Init pour etahlir I'liquation (io) do la 
onzieme Lecon, on reconnaitra quo la Ibrmulo (ii) pout s’ecrirc ainsi 
< I u ’ i 1 suit : 


(ml 


Uoos(P- pj — r 
R sin (P — pj 


col<<J/ --//). 


Done, on romottant pour cot(^ — //) sa valour, on trouvera definiti- 
ve in o nt 

It cos (P — //) — _ dr _ 

1 ’ It sin (P - -//) ~ rclp ~ r 


Tello ost I’oquation polairo do la tan gen to. Pour obtenir cello do la 
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nonnalo, il suftira cvidemmenl do reniplaoor clans la formula 0 -,) 
I’anglo ^ par Tangle cp i -■ On aura done, rn design ant par l\ H It's 
coordonnees variables de la uormale 


04 > 


Jl ro'.f 1* -- p) — >' 
iTsiii U* — /') 


- — tanf'd 


'/>) 


r dp 
dr 


r 



Soil maintonanl l’angle u ootnpris enlro la eourbe q ti c* I’on ron- 
siclere el le cerclc deceit do I’origine comme centre avec le rayon/', 


f.’csl-a-clirc Tangle aigu forme par la tangcnle a la cotirbe aver la 


pcrpcndiculaire a ce rayon. ~ - o sera I’angle aigu emnpris enlre lr 
memo rayon cl la langenle, (it, par consequent, la plus polite <los va- 
lours numcriqucs de i|/ — p. On aura done 


el, par suite, 
03) 


langu col 



. .-l:eol(|- />), 


langu ~ r. 1 ; 


dr 
r dp 


dl(r) 
~ d P 


on 

' /•' 

06) langu ~±-- 


De plus, co mine la quantile langu sera essenliellemenl positive, el 

quo, pour cle Ires peliles valours numoriquos de A/;, le rapport sr 

trouvera loujours adeclo du inemo signe (pie sa liiuile — /•', on 

devra ovidcinmcnl, clans les seconds membres ties equations (ib) 
el ftC), prelercr 1c signe -I-, si, a parlir du point (//, r), le rayon / 
croitavcc 1’anglc/j, et Ic signe — dans le cas contraire. 

Observous encore quo de I’equalion (iG)on deduit iminediateine.nl. 
Ics deux suiyantes 


(> 7 ) 


cosu = ± sirtu ;ir — • 

y// ,2 -h r n \// ,2 -h r n 


Concevons a present quo l’on designe par s Pare de la courbe 
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tro u ve ra i m mod i a tc m e n l 

( 2-j ) (lx'' + (!) * - 1 { r 1 4 - /•' ’ ) d/>-, 

et I’on reconnailra ({iio la difference dr d*v — dy&.v esl bgalo an 
coefficient do \ — i dans 1c prod nit 

(/•'— r\ ; — i) (/■"— r -|- •>.!•' i )dp\ 

on sorts qu’olle a pour valour 

( 28 ) d v d ! j — dy d- x = ( ■>. /■'- — it" -\- r 1 ) dp 1 . 

Si Ton ccssaitde prendre/; pour variable indepondanle, on trouverail 
( ?9 ) dx 3 + dy- “ dr- -t- r- dp-, 

( 3 o) dx dy — dyd-x — r(dr d-p — dp d-r) -1- ( 2 dr- I ■ r 1 dp-) dp, 

En ayant egard aux fornuiles ( 27) ot ( 28) on (2;)) o,l(8o), on ileduira 
evidemrnent les equations (22) el ( 23 ) on (20) o(. (21) des foriimlrs 
( rS)et (19). 

Soienl inainlcnanf £, vj les eoordonnees roclangulairos dti eenlre tie 
eourbure correspondant au poinl (>v,y) el P, It les eoordonnees po- 
1 a ires do memo centre, lices aux premieres par les fornuiles 

13') £ — It cos P, *0 It sin P ; 

on aura (voir la seplibme Logon ) 

( 3 q ) ■ 2 ~~- r = S~~ ■ / * — - I- fly* 

dx 1 — dy tlx d' y — dy d l x. ’ 

et I’on en conclura 

r(-Q— j')4-.t(£ — ,y) _ ■<•(•/) — J-) - y(g — x) _ dx % I- dy* 
y dx — x dy x dx - h y dy ' ' ' dx d*J " dy d 1 ’ 

ou, ce qui revient au mfime,’ 

(33) • r q+J0-(.f J + y- ) _ .vq - yj ^ ~dx* -y d r» 

y dx x dy x dx -+- y dy dx d 3 y - - dy d- ,r ’ 

puis, en substituant les coordonnocs polaires aux eoordonnees roe- 
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tangulaircs a Paidc des formulcs (i), (y), (29), (3o) el (3i), on 
Iron vo ra 

j II cost l*-- p) — r It sin (P — /j) 

( 34) ' ~' r<,p 7/, '~ 

I dr- 4 - r 2 dp" 1 

I r(dr d'-p — clp d- r ) -|- (%~dr- h- r l lfp' J )dp ' 


Si I’oii pronail p pour variable indepondanle, 011 aurait sitnploinonl 

( 33 ) 1 — *7 cos (I* ~ p) — ^ sin ( P — p ) -- — _ . 

1 r 1 a r J — rr - 1 - r l 

On lire dc cello dernicre formulo 

/ /■* - 1 - r >! 

II sin(P ~p)-r» r -> 

I 1 , s ( )"-\-r n \ r'*--rr" 

r \ ir-rr + i' 1 / ar i -/r'-i-/ ,i 

el par suilo 

(^7) 


1 36 ) < 


/•' ,•! 4. /•' 2 

tang(P --/»)= - ?r --pp 


II s : 


/■' 2 (/•*-!- o' 2 ) 2 -!- r i (r' ! —rr"y- 


(ir 1 *— rr"- 1 - /■■) 1 
Ajoulons quo la forinule (33) peul s’ecrire commr il soil 


( 38 ) i - 5cos(P -p) = J sin (I* - r p) =± T =^--, 

f ’ \fr--\-r' 1 

el ontrainc, par consequent, Ics doux equations 


(89) 


R sin (P — p) 


. — f- 


p — dr p smu, 


\/r- -7- r‘ 


Rcos(P qp 


v/e 2 -l- r' 


; p pcosv. 


II serail facile do parvenir aux formulcs (21) ot(3/|), on parlant 
des principcs etablis dans la neuviemo Logon. En cfTof, le corclo 
elder it du point (P, 11) comme conire, avee lc rayon p, a pour equa- 
tion polairc (voir la Legon prccedcnle) 

(4o) r- — aRrcos(P — />)4-R 2 — p 2 . 



J92 APPLICATIONS DU CALCIJL INFINITESIMAL. 

Or admcltons quc le rnfime eercle dovienno oseulaleur d’lmo eoiirhe 
donnec en un certain point pris sur cello courbe, c’osl-ii-dire qu’il 
acquire on ce point avoc la courbo un contact du second ordro nti 
d’lin ortlro plus clove. Non seulomenl los roortloiineos />, r, inais 
encore los diflcrenticllcs dp, d'p, dr, d~r devront con server los memos 
valours relatives au point dc contact dans !e passage du cercle ii la 
courbe. En d’autres tonnes, les valours do 

p , dp> cPp ; di\ d l r, 

tiroes dos equations do la courbe, devront salisfairo a I’equalimi linie 
du cerclo ct a ses equations differcntiolles du premier et du second 
ordre. D’aillcurs, cos trois dernieres equations pouvanl s’eerire 
coirnno ii suit 

/ [R sin(p — P)l 2 -t- [R cos(/> — P) — r p ~p 8 , 

I Re sin (p — P) dp — [R cost/; — Pj -r\dr- o, 

(40 ' 

I Rsin(/J— V)(rd*p -i- a dp dr) 

f — [Rcos(/j— I’l - /•](</*/• — rdp*) — — (dr*-\~ /“dp"), 

♦ 

on en tirera immediatement fa formulo 

It cos ( p — P ) — /• _ It sin ( /> — P ) 
rdp ~ dr 

_ ± 1 1 R sin (/) — P )p -h f It cos (p — P ) - - /• ); | 2 , p 

\/(dr- -i- r* dp' 1 ) \\dr~ t r 1 dp- ) 

_ It s in (p- PH/- cPj) j- 2 dp dr) — f R cos ( p P ) • -r\(d*r--r dp • ) 

/• ( dr d l p - dp d- r) -v\ddr- /•'•> dp 1 ) dp 

_ dr<> t r ~ d >t 

~ r(elr d‘p — dp d‘r)- 1 - '( ‘a dr *- +- r‘ dp*) dp ’ 

qui comprend ii die seulc requation (ai) ct la formulc (3 j). 

II no sera pas inutile d’observer qu’on pourrait dtablir diroctement 
et par dos considerations purement geometriques la plupart dos I'or- 
inules qui precedent. G’est ce quo nous aliens Zaire voir en pen de 
mots. 

Gonsiderons sur tine courbe plane deux points Ires voisins dont les 
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coordnnnces polaircs soiont respectivemonl p, r, el p-\-Ap, r -h A;-, 
Dcsignons ii Fordinairc pari' l’ai*c dc la courlu* renformu enlre un 
(toiiil fixo cL lo point (/>, r), ot par u I’anglo aigu quo fonnenl, on so 
ooupanl, la courbe ot le corelo docrit do 1’origine coniine centra aver, 
lo rayon r. Los arcs eompris, sur la courbe ot lo eercle donl il s'agil, 
outre les rayons vcclcurs ret r -f- Ar, scronl cvideniincnl reprosenlos 
par les valours uuineriques dos deux expressions 

As, r Ap ; 

ot, si l'on nomine w I’anglo aigu quo les cordes do cos arcs fornieiil 
e litre olios, to aura precisemont pour 1 i mi to la quantile o. Ajoulons 
quo Jes deux cordes ot la longueur ± Ar compnsemnl un triangle 
rectangle dans loquol lo rote ± Ar sera oppose ii l’anglo w. Dans lo 
memo triangle, lorsqno l’arc d- As deviemlra inliniment petit, I’anglo 
oppose a la corde do cot arc diflerera Ires pen d’un angle droit, el 
pourra olro represonte on consequence par 


7t 


3 


=i= £» 


Jh e designanl une quantile infinitnenl petite. Par suite, Ic Iroisieiue 
angle oppose a la corde do Pare ± r A/j sera 

7T 


ot, on comparant deux a deux les sinus des angles aux cotes qui lour 
sont opposes, on clablira Ios Aquations 



dcsquelleson Lircra, cn AcrivanL cos (curb c) au lieu dosing — coqrej, 
et passant aux Jinnies 


( 42 ) 


dr 

dr -r = sinv, 
as 



— COS 'J. 


2 D 


OEuvrcs de C * — S II > l. Y. 
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Si I’on divise Ies formulcs (42) l’uno par Taulrc, on re Iron v era 
liquation (id). Si a« eontrairc on ies ajoule, apres avoir clove, an 
carre les deux meinbres do cliacunc tl’ellcs, on oblicndra la form 11 lo 


clr- 4- r-j/p* 
d? 


ijui coincide avec I’cquatinn (20). 

Considerons maintenant lc triangle qui a pour soinmels 1 origino 
dns coordonnees, !c point (p,r) (lc la courbo plane cl le centre do 
courbure corrospondant a ce point. Si I on designe par 0 lc rayon <lo 
courburo el par (P, R) les coordonnees du centre do courbure, les 
trois cotes du triangle scront respoctivcmcnl r, R et p. Do plus, il esl 
clair qnc, dans lc memo triangle, Tangle aigu on obtus compris on Ire 
le rayon vceleur /• et le rayon do courbure p, perpendiculairc ii la 
langente, sera equivalent a Tangle u compris cnlre la tangente el la 
perpendiculairc an rayon voclcur, on au supplement dc Tangle y. 
Knliu, si Ton nomine 0 Tangle ren forme entro les rayons voclcurs /• 
cl R, on aura cvidcinmcnl [«i> Tequalion ( 3 q) do la Lccon prcec- 
(leulej 

( 43 ) ± 0 = p — P zt a n 7 T, 

n designanl un nombre onlior qui pourra sc reduirc a zero. Quant au 
Iroisieme angle, il aura pour supplcmenl la somme ties deux aulrcs, 
savoir, 

5 ~t- U OU 0 4 - 7 T — u. 

Cela pose, si Ton compare Ies sinus ties Irois angles aux Irois coles, 

sin v sin 0 sin(u ± 0) 

U ” 0 r 

j Hsind=psinu, 
i U coso — p (JOSU. 

Si dans ces dernieres formules on remplacc Tangle S par sa valour 


on trou vera 

( 44 ) 

et Ton cn conclura 

( 45 ) 
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tirco <lo I equation (/|3), on obliendra dp nouveau les formulos (^3 q). 

II nous roste a monlror quelquos applications dps formulos gone- 
rales quo nous avons elablios. 

Si nous considerons la spirale d’Archimcdc roprescnlec par lequa- 
tion 

( 40 ) r ap, 

on Irouvcra 

(47) r'-a, r”~o, 

el par suite, on supposanl la constanlo a positive, 


(48) 

(49) 


tango -~col(| — /;)= 


■P- 


7i + 7^)- 


P (!+/»*)* 

Kn memo temps les formulos (3?) donnoront 


\T l +/>- 


(5o) 


lang(P-/») = p-i-i. 

i * 


IV — a* 


/*» +(!+ />«)« 
(a -t - p*)* 




Cola pose, on aura, pour unc valour nullo do 1’anglc />, 

( 5 1 ) liingy = cold) — InngP = u — p=K = ", 

0 3 1 3 


ot, pour une valour infinic do p, 

(5a) langu — o, u~o, lang(P — />) = ^> 



It “ <u 


On concluL aisemcnl do cos diverges formulos : i° quo la spirale d’Ar- 
cliimbde touche, ii l’originc des coordonneos, 1c domi-axc polaire; 
2 ° quo, pour dos valours croissantes do p, Tangle u et la courburc - 
docroissen t indefiniment dans cottc memo spirale, tandis quo la 
valour do H croit sans cessc, mais do maniirc a demeurcr comprise 
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entro los limifes R = R —a\ 3" quo, pour dos valours (its consi- 
derables tie p, lo rayon R mono do I’origino ;m oonlro dr rmirbiuv 
doviciU sensiblemcnl 6 gal a la louguour a ol sensiblentonl perpeiuli- 
riilairo au rayon vecleur r. Ajoulons quo, si, dans In premiere dos 
I'orimilos ( jo), on substiluc la valour roollo ol posilivt' do p lirre do 
la soconde, on, co qui rovionl au mdmo, do la formula 



2 -i- p'- ' 2 


on Lrouvera pour (’equation polairo do la dcvoloppdo 



Celle devcloppeo osl dvidemmonl nno nouvollo spirale qui ollVo un 
point d ’arret correspondent aux eoordonndcs R ~ ", P =•= qui os! 
norma I e on co point an rerclc deceit do I’origino comma centre, aver 
lo rayon 2, 0 t qui, on s’eloignanl do co mdmo rorcle, fail uno infinite 
do revolutions autour do I’origino, do inanidro ii s’approcbor do plus 
on plus do la circonrdrenco d’un second corclo coneenlriqtio au pre- 
mier cl ddcrit avcc un rayon deux fois plus grand. Comma la nouvollo 
spirale et la ctrconfcrence qui s’cn approcho inddfiniineut no so rou- 
oontreront jamais, on pout dire, quo cos doux courbos sont asymptotes 
I’unc dc I’autrc. 

Si a la spirale d’Archimede on substituail colic qui a pour dqnalitm 
(aa) r— ap“, 

on lrouvera it 


( 55 ) 



)r 


)■'=: /ifl/j"-'— !lL 

l> 


r"~. n(n — i ) ap'‘~- 
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el par suite 




(ofl) 


Ians u — col (4- — />) — y 


(57) 


1 Ii ( t) -| 1 ) -1- /)* i 

p (n°- + p 2 )f np "-' 


(58) 


1 a ! 

j lanfr(P — p)~p -i- — i 

1 |\2— ■*_“ + » pllt-S 

i [«(« + 0+ p*Y 1 


Si, dans les forimiles qui preciulcnl, on suppose la conslanlo ri posi- 
tive, ou Irouvora encore, pour une valour nolle do p, 

(59) 


langu — oot f {> * ~i o — - > 

1 o *\ 



el pour une valour infinie do p, 

(fio) tilllgurro, u — O, lnilg{ P — />)~^< 


On ni conclura quo la courbc louche ii I’originc lo demi-axo polairo 
el devicnl, pour do gran tics valours do p, sonsibleinonf. perpendiou- 
lairo au rayon vecleur Dans la memc hypollibsc, les valours do p of 
do H, corrospondanles a dos valours nullos ou infmies do Dangle p, 
soront, commc col angle, nullos ou iniinics, a moins quo Ton no sup- 
pose n — i, c’osl-li-diro a moins quo la courbc (5/j) no sc reduise ii 
la spirale d’Archimedo. Ajoulons quo, pour oblcnir la dbveloppee, rl 
fludira d’filiminer p cnlre Ics equations (58). 

Si Ton c 


(fii) 


rp ~ a, 


on Irouvora 
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pi par suite, on supposanl Ja constauto a posi live , 


(Cd) 

tango — - — col ( >]> — p) ~ -- 

(64) 

„ r\__ > 

p 17 


( long (I* — p) — p -i- y < 

(65) 

) 1 

1 r 1 / , \n 


I R,- [? h {' + 7 ‘ 


II s 

y 


Cola pose, on aura, pour une valour nulle do /;, 


(66) Uuigu ~ — coli|* = tang I’r ji y — p = R ~ > 

cl pour unc valour infinic dc p, 

{67) langu — o, v — 0, mng(P — p) — ^> p — R = o. 

On conclut aisemenl do cos divorsos fonmiles : i° quo Tangle u eslson- 
siblemonl droil el la courburo scnsiblornonl nulle pour do Ires poliles 
valours do p, c’csl-a-diro dans la parlio do la spiralo hypcrboliquo qui 
esl Ires eloigneo do Toriginc ol so oonfond a Ires pen pr'es avoo 
1’asymptolo do cctlo courbc; 2 0 quo, pour dcs valours croissanlos do 
I’anglo p, Tangle u dimiuuo sans ccssc depuis u = ^ jusqu’a 0 =. o, 
el qu’on pout on dire aulanl du rayon dc courburo p cl du rayon voo- 
lour R, donl los valeurs, d’abord lr6s grandes, finisscnl par s’ova- 
nouir. Ajoulons qu’il sufRra d’climinor p onlrc Ids formulas (65) 
pour oblonir Tequalion do la devcloppeo, qui sera unc nonvolle 
spiralo, cl qui aura, coinmc la spiralo hypcrboliquo, la proprielo 
rcmarquablo do s’appfochcr indcfinimenl do Toriginc, sans pouvoir 
jamais Tatleinclrc. 

Considerons enfln la spirals logarilhmiquc represcnlce par Tequa- 
lion 


( 68 ) 


r 

r — e". 



i. v i.u i. m rruiKN mu 


(hi h mi\ ri .1 
U'*H 

rl | m r ’*111(1' 
t 




/ 

/ * / 
M 


t 

it 


h»n;- • ruf \ | /- ) 


f 


) 


/ 



1 

j 


t MT’I, 


HID 


Li In, 111 mIi' 1 11 1 mu llil |imir lYnv \nir ipir la lanjp'nlr rl la iinrmnlr 
it U ruin lir tm imMil rnii.l.iimiirii I li«* mniics aiij'lrs avrr lr ru\ nil vim'- 
It'll I* / . (hi iSrihill 1 tii 1 lied m( mi i' 11 1 ilr rrllr mnan|ilr Irs must nir I ions 
l'htiiu , l 1 hjur * |i)Trnlrliimt > iil imlii|Orcs ( pa«'r Yl ) mintin' propers ;i 
Ininnir (ntlir * lr » itrnili’M I *iu :** mi I H minualm mrnrrs :i la murin' 
par 1111 pm ii I ilminr, Ilr phis cm (in* tl i*m InNiiulm ( M\ ) 


I’M 


\ It >m 1 I’ /m 

| II I lt»r| I* /< I 


/ 

It 


rl Tun rn miirlul 


(\\\ » 


4 M<> 1 l 1 I H, 


Min 1 1 * /f) 1 , 


( : '1 * 


it 




I.u 1 1 1 1 1 -■ polite \ .1 Icin' jiO'iii in «• ilt' I 1 ijiii jiiiir.sc verilicr les cijiiii- 
tinll'. (’’ll rlildl 

t •'» 1 1 1 /• " • 


on |ti a n I ullinucr 1 j in* lei minis veclciirs r cl II ilc hi enurin' c{ ilc sn 
»lcvclo|»|ici‘ nr coiijiciil ii uncles ilmils, 011 , cii 1 l*ii 11 Ires Icritics, que /■ 
cl II soul If., ilcd \ coles il'nii IriiiHKlc ri'climjilc ijiii <1 pniir liv|in|e- 
iiUM* Ic ruvon ilc coiirlini’c. Knlin, si l\m climimw cl p cnln' les lor- 
11111 lt*s i f»H ), ( ** | ) ri ( *•*» ), on Irmiveni jinn r rcc|iiulinii |iiiliiii‘c ilc hi 

1 1 r \ c|o|jjM'C 


( ?<• 1 


II 


'Ic 
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Rn romplacanl, dans colic dernioro forinule, R par r, cl 1’ par 
p 4- ~ +nl(a), on serai I ovidommonl ranieno a I’oqualion ((>8). JI 

mi resulle : i” quo la spiralc logarilhniiquo cl sa dovoloppoe snnl 
deux eourlios do memo forme e( do monies dimensions; a" quo, pour 
olilenir la dovoloppoo, il snllil do Cairo Umrncr la doveloppanle aulonr 
do I’origino, do. inanioro quo cliacun do scs points deceive, avec un 
inoiiuunenl do rotation direct, un angle egal ii ~ -hal(a). 




THK 1 ZIKMK NON. 


IH IV MNHIMI* II Ill'S I’MISs I'iM.ni'S lll.s NlHMIll.rs M IMI VLK\ MIIOIVI. 

\ im ini mu, <jri i * uMjri, i> i'uim* m »]s . \s\unuijs n mums s \\ 

Minus ins mm him s i n \<i k s HVNs r.'icsr n:i 4 


lainsnlonni k i urn 1 rim Mir <] iicli > tiii(|ii< > , rcpivsi'iiler par ilrn\ (Mjiia- 
f ions on In* Irois rooriloiniros miiiin^iilaiiTs ,r, v, Drsipuoiis pur 
A.r, Av. A.; Irs ai'iTiiissiMiM'iils si in n I la ik's ipir pmninil .r, r, 5 Mans 
1 1* |iassii;'i< ( 1 * 111 . poinl it 1111 aiifro, cl. para, />,<: las angles q in* loi'inr 
a\cc Ics ilcmi-iiM's tics I'ooriloiinct's posit i vas la conic 011 sccanlc 

men In poinl v) an poinl (.r 1 A.r, v 1 Ac, 5 1 As), la's 

<<<| na I inns ( ) ) cl ( (i ) ties h'climiiwirrs, iloniicronl 




A.c 



\'A .c ' 1 1 A)** l A.: 


1 1 ) 

1 rush 

A,i 


\'A.r J 1 Ac" l A.: 

1 


| rnsr 

A.: 



\/Aa 1 1 A i ' 1 A.. 

- 


rusff 

ros/i cose 


( •’ 1 

A.r 

Ai A. ' 


Si, il'iiiHcurs 

, on rcprcscnlc par £, tj, ‘C las 

nnnnloimros iTun point 

(|Uclconi|iic ilc 1 

a tMinlr dnnl il 

s’a^it, on aura 

imu'iht 

Mi 

£ •!' 

/i y t - 


rustt 

ms h hist 


cl, par snilc, 




1 i > 

v* d' 

'd y C 


A ,r 

A y A 5 

• 


Hi 


t iflnvi t v dr (\ 


,S. II, t, V. 
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On poumuf, au resle, rtablir dirocLomcnL eelfe derniere ioit en 
pmjetant suecessi vcrnon t siir Ies trnis axes <ic»s m, y, s Ins deu\ lon- 
gueurs I’om prises, tl’nno pari, enlre le point (.r, y, :-) (’I le poinl 
(Z, 7 ), £), do 1’autro, enlre ics points 

l-r, J', z) el {.v -I- A,r, t -I- Ay, s -! A;). 

tin diet, il serail facile do recomiailre : i , *<|iii’ diamine ties I’raelinim 
comprises dans fa /drmuic ('j) esl. equivalent!*, an signe pres, an 
rapport mitre ies projections ties deux longueurs stir mi menu* axe, 
e(, par consequent, an rapport des longueurs elles-niemes; i>“ qiie ee> 
trots fractions sont ties quantiles do memo signe, savoir, des quantiles 
positives, iorsque les points 


o, K) el (./• -i- A.r, j A/, j -i Ao) 

soul si tues (lu in cine cole par rapport an point (,e, r, =), et des 
quail lites negatives dans le eas contraire. La ibrmule, (', ) ainsi rial, lie 
sV'lend evideinment au eas memo oil I’on designerait jiar ; v, v, s des 
eoordomiees reetifignes obliques. 

Concevons it present quo le point (.r + Ax,. r H - Ay, 3 -i- As ) vienne 
a sc rapprocher indefiniment du poinl (x,y, z). La socm.te q„i joint 
Ies deux points tendra dc plus on plus ii se eoiilbmlre avee. line' eer- 
taine droite quo I’on nonnne langenie i. la eourbe donnee, et q„ j 
touche la eourbe au pointer, =). Vouroblenir Wangles «, (i, y 
forme ccUe tangcute pro Ion gee dans un cerfain sens avee. Ies demi- 
axesdes eoordomiees positives, ii si, flint do eherdier Ies limiles vers 
Jesquelles convergent Jes angles «, (>, c , Landis que Ies differences Am, 
Ar, deviennent infiniment peliles. Cola peso, si I’on a egard an 

priueipc etabli a In page 3o du Calcui difl’erentiel, on lirera des eqi.a- 
lions ( i) et (a) % 1 

dx 


COS Cf - 




\j dx 2 -j- c [ Z 'i 1 

COSP — , 

\> dx " *4- cly~ ciz ^ 


cos y 


dz 


\J < lx ~ 4 - dy' 1 4 - ds 1 
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(<i) co>;(7 __ cos|3 _ co^y 

fl.r ~ dv ~ d: 

Si, do plus, nu nomine!;, yj, 1 ins eoordonnces d'ti n point qiioleonque, 
non plus d’une secanto, mais do la tangente a la roiirhc, la Cor- 
inule (18 ) dcs Preliininaircs donnera 


<7) 

(•I Ton on eonelura 

i$) 


i — -r __ fl_— V _* — s 
cosy cos(3 cosy’ 

l_—jr vv-m _ 
d.c d) ds 


la's fornmlos ( 5 ), (G). (8) subsistonl, quelle quo soil la variable 
independanle. La derniere pout clre immediatemenl deduilc do I’e- 
< | u a t i o n (4); at, par consequent, la fornuile ("8) s’elcnd au cas memo 
oil l’on dosigne par .r, v, z dos eoordnnndos roctilignos, mais 
obliques. 

On cl i L qu'un plan csl tangent it unc eourbe on un point domic, 
quand il passe par la tangenle on ce memo point. D’apres eotto deli- 
nilion, il est elair quo par un point domic sur line courbc queleonque 
on pout mener ii cotto courbc un,c infinite de plans tangents. 

On dit qu’une droitc est normale ii one courbc, on un point do line, 
lorsqu’elle est perpcndiculaire a la tangente, en ce point. Ola pose, 
on pourra evidemnient mener ii line eourbe par eluique poin l line in- 
iinile do norm ales qui scronl toutes comprises dans un memo plan. 
Ce plan unique est ce qu’on nomine le plan normal. Si Ton appelle 
loujnurs «, p, y les angles formes par la tangente ii la eourbe quo I'on 
eonsidoro avee les demi-axes des eoordonnces positives, et si de plus 
on dosigne par ii, vp '( los eoordonnces d’un point qmdconqun ilu 
plan normal, ^equation de ee plan [ voir la formule (GG) dcs Prolimi- 
naires] sera 

(9) (i; — a-) cosy -l- (o — y)cosp +• {£ — ;) cosy ^ o, 

oil, si l’on a egard ii la formule (G), 


(io) (<• — x)djc -t- (o — y)dy + (£ — s)dz — o. 



20', APPLICATIONS J) U CALCUL INFINITESIMAL. 

Cotto dernih’o forniule subsisto, quelle quo soil la variable mdopon- 
dartte. 

Soienl mainlcnanl 


('0 


U -- O, (’ — o 


los deux equal ions de la courltc donnee, o’osl-a-dire les dqualrons 
do deux surfaces qui la rcnfermenl, cm sorlo que n el e designonl 
deux fonclions des trois variables a\y, z. On lirera des form n Ins ( 1 1 ) 


(,?) 


()u On On 

-r~dx +■ -r~ar + t-«s -- o, 
Ox Oy ‘ Os 

dv . Or . Ov , 

ax — dy -t- -f- ds _ o, 

Oy - Os 


Ox 


puis, en ayanlegard ii la forniule (6), 


On Ou 

•cos« 


On 


<i3) 


, J* Of C0S ^ Oh V ' 0f 'V °* 

\ <h' ()V „ <){’ 

(_eos^4- ;) --cos(3-h^cosy,--a. 


Oes dernieres, jointes a 1’cqualion 

01) cosV ■+• cofi 2 (3 cos 3 y ™ i, 

suffiront pour determiner, aux signos pres, les valours do eoscc, oos.p, 
cosy. On en conclura oIFoclivcment 


cos« cos [ 3 _ cosy 

On do __ On de ~ On Ov On Or ~ Ot 7 ~dv du~Ov 

Oy Os Os Oy Os Ox Ox Os Ox Oy ~ Oy Ox 

('•‘0 \ 

— ± ■ i 

"/ 'ili ~ d JL *l\* . (<>* Oy __ Ou <)i>V (On On On OvV 

A Oy Os Os Oy) \ 0 z Ox Ox Os) + [~ 0 x Oy ' Oy Ox) 

Cola pose, les formulos ( 7 ) el ( 9 ), e’est-a-dire les equations de la 
lan genie etdu plan normal, deviendront 

( 1 6 ) - . — l~ ,r <y~ K — 3 

de __ On Oy __OyOy~ Oil Or ~~Oudn’ 

Oy Oz Os Oy Os Ox ' Ox Os Ox'Oy~~ Oy Ox 



CALCIJL DIFKliRUNTIKIj. 


20:; 


ol 


('") 


(( 

I 


On <)v 
()) <)z 


<)u th 
<) 


th'\ . 


"•>•) i 


/ On fJ*’ 
\0z O.r 

j On Or 
\0.r 0) 


On th 
O.r 0 


0 


(n- ,r) 


On do \ 
[V0.r)^- 


<)} 


z ) 


Ajotilnus quo la Idrinulo (i(>) pout olro roin |ilsii!c* o par lets doux oqua- 
limis 


(« 

1 { fi 

s i)tf 

- V Oy ' 

•(; 

. <)H 

■ S) 0;' 

(«■< 

1 ('J 

do 

r) dr" 

ts 

.Or 

Z) 0s M - 


(|iio Ton ilotl nil iniinddialomonl dos otf iiuLions (la) roniliinoos avoe la 
loriimlo (H). hos iu[iiii lions (18), Imtfos doux lijidairos par rapporl 
aux \ariahlos Y), n'prosonlonl, drtix plans ipii so o.oupoiil suiviinl 
la lanpimlo, o( qni rom'spondoiil aux doux surlaoos clout I'inlorseo- 
liou produil la roiirlio don lira. Do plus, it rdsullo dvidommonl dos 
form it los (ra) id. (i<8) nniii pantos entire! olios quo, pour tih/cmr Irs 
c'r/iiutions dr hi tun per lie a uric courhc t/nclcnnrpic, it sujjit tic rcruphiccr. 
duns tea t'lpui lions different idles dc In cottrhc, tes d(//c irn (idles tie, 
dv, th* pur (cs tlijfcronccsfinies \ ■ .r, Y) • v, C ~- 

Lorsquo u osl. uni! lojiolinii dos soulos variables ,v, r, hi premiere 
dos IciniMilos (i i) rrprc'sonlo la pmjoolion do la oonrlio stir lo plan 
tit's ,r, v. Dans let mount cuts, la poomio.ro dos ctqua lions ( i ft), roduile 
ii hi room tt 

, , . - .Oil On 

('!>) <« i (<> .n l)y 

rnprosonln ii hi Inis la hmjjp'iile dn hi pi'njoolioa ol hi projoolion do hi 
lati^oiilo. ha romai'que cjiio nous venous do la ini ohm I. indopondanle 
do hi position du plan dos tv, y, il osl ponnis dc 1 oonoltiro quo !u pro- 
ject ion dc iu lunp cn/c ii unc com he i/nclcnruprc stir tin p/un (tonne sc con- 
fond I oil jo urs area la Ian pent e dc la cottrhc projrtc’c stifle nit'inc plan. 
On poll rrni I enuioro otaldir oo prinoipo par la soldo (lommtlrut. lin 
oil'itl., soil. P mi jniiiil cluiisi a vo Jon lo stir unit (tourin' qiiohnmqiio, 
ol Q an swtoinl point tri’s voisin dti premier. Supposons do plus 
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<|iio, fa courbc etnnt projolcc sur an plan donmS on desijjne par p 
ia projection (hi point P, el par q la projection du [mini < x >. Knlin, 
roneevons quo 1c point Q vionnn a so rapprorlier iuilnli niineiil du 
point P, cc qui no pent avoir lion sans quo Jo point </ so rappi'orlii* 
lui-imimc iiidc/inimcnl du point/;. I, a sdeanto I'O do la murin' oonsi- 
d(‘iec dans I espace aura evidetninenl pour proji'olion In sdoanfo /n/ 
do fa courbc pro jc tee; ot comme. cede proposition sera vraie, qiiolijiie 
petite que soit la distance dos poinls P el Q. on pout aflirmer <piVJ)e 
salmimen encore i. fa iimite, c’esl-iwlirc lorsquo les snumles !>(.), /„/ 
-'O fransformcront dans les langcntes menecs ii In murin' proposer par 
lo point P, et a la courbc projolee par le jioint p. 

Nous ft Hons maintenant montrer quelques applications de.s for- 
uuiles qui precedent. 

Kxemple 1. - Considerons f’effip.so produite par rinlerseetinn ,l.i 
•yiiiulre a base circulaire qui a pour equation 


<\v 
( >0 ) 

et du plan 


j t ■+■ ,Y' - It-, 


101 ’ + U/ f- Ci : l). 

U ' 6q,mi0 " s ‘•■'fferonliollcs do coil,. ollip M tiv , 

Arfr+B ,i r+() , h 



(^3) rens^-o 4 

K— , A cosa-i-p cos/3 h- ( I cosy- 

^n aura, on cons6quence, < 


1 34 1 ££!£! _ _ co sy 

Aj) 


fn2_L 


- A y 


1 


— x 
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Do plus, on Irouvera pour I os equations tie la langonlo 

-by (fl — J) I “(I, Al; -.»■)-}- H(fl — )) + (]( C— = ) = «, 
on, ee q ii i rcvicnt an memo, 

( •*.» ) .»■ i -r y 0 - H», A \ B o -i- CC = I) , 

ol l’cq uati<m du plan normal dcvtcndra 

( *i6) C(cr- fl-rj + (IJj?- A v i )l£- s) -~o. 

Los equations (a>) represonlcnl, eomme on devnil. s’v attend re, la 
langcnlc au cerclo qui sort do base au eylindpe dans lo plan dos a\ y, 
ol lo plan memo do la courhe que Ton considorc. 

Exempli • II. — Consideroiis la courhe produito par l’intorsoetion 
du cone droit a baso circulaire, qui a pour equation 

(* 7 ) 

ol du plan 

( i8 ) A.u ~i~ “l" 1,-3 I). 

On Irouvera pour Ies equations do la langonlo 
(ap) .£'<■ +j"n ~« 3 3?, A£ +!t'0 + C?--= b» 

el pour I’equation du plan normal 

( 3o ) (It?/ — 'fix) A-/j)a 4 3 -h (B.r — Aj)(?-- 3 — «-3) — :e. 

Los equations (ap) representont, eomme on devaits'y allondre, deux 
plans dont I’un passe par l’origine el par une gen era trice du cone, 
la nil is que l’aulrc se eonfond avee Ic plan do la courhe. li sullil do 
conslruiro cos deux plans pour tracer la langonlo a la courhe pro- 
posee, qui peut elrc uno section coni quo queiconque. 

Exemple III. — Considerons la courbc produite par I’intorsoetion 
do la sphere 
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2 OS 

( i t du cylindre droit 

(3j) U — |1{) j -+- 5 3 = {R 2 oil .r : — II j* + s ! = o, 

donl la base cst un ccrclo qui a pour diamelrc le rayon do la sphere. 
Celle eourbe aura cvidemmenl pour projections, sur In plan dos ,r, y, 
la parabole 

(33) j *■=■ it ( II — ./•) ; 

sur 1c plan des x, 1c ccrclc qui sort do. base au oylindro, cl sur lc 
plan dosp', la lemniscale represents* par 1’oqualion 

(34) * U 1 s»= 1 y*lR*-j' 1 ). 

Done la langcnte a la eourbe proposec aura pour projections surlcs 
plans coordomies les tangentes ii la parabole au ccrclo cl ii la Icmuis- 
cate, c’csl-a-dire les Irois droites rcpresenlfics par les equations 

( yn + 1115“ It (11- J.r), 

(33) (■»■-. iR)« + ^--=in.r, 

! Il^c -(ir-ay ! )rfl--/- 


Quant a l’uqualion du plan normal, olio pout elrc presentee sous 
la forme 


(30) 


\J* S / 


A rinspection do cettc dernicrc, on roconnait immcdialoinc.nl que 
lo plan normal ron forme le rayon vecteor mono do l’originc au 
point (x, j'). 


Exemple IV. — On nomine Mice unc eourbe traeeo sur la surface 
d un cylindre droit ii base circulnire, do maniere quo la laugcnlo ii In 
eourbe forme loujours le memo angle avoc la generatricc du cylindre. 
Supposons, pour fixer los i docs, que 1’axe du cylindre, qu’on pent 
aussi oppcler I ’axe dr I’he/icr, se confondo avceTaxc dos c, ot quo la 
base du cylindre coincide avoc le ccrclo represeiite par liquation 

( 3 7 ) 


^ + j 5 = llL 
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Considerons, dans cc mime cerclo, un rayon mobile qui, d’abord ap- 
plique sur le demi-axe des x positives, tourne aiitour de I’origi no aver 
un inonvemcnl dr rotation direct ou retrograde. Enfin, noinmons p 
Tangle variable quo ce rayon deceit, pris avec 1c signo dans le 
cas oil Ic mouvemont de rotation est direct, etavec le siguc — dans 
le cas conlraire. II suffira, pour construire line holier*, de conccvoir 
qu’ii pari i r de Texlremile du rayon mobile on porle sur la generalrice 
du cylindre, dans Io sens dcs s positives lorsque p sera posilif, et dans 
le sens des z negatives lorsque p deviendra nogalif, unc longueur 
proportionnclle ii Tangle ± p, oil, cc qui revient an mime, a Tare 
± It/; compris entro les cotes de cet angle, et representee en conse- 
quence par un produit de la forme ±«lt/; (« dcsignanl un noinbre 
constant). En cflcl, soient cc,y, z les coordonnees de la courbe de- 
crito par Texlremile de cclte longueur : on aura evidemment 


(38) x — 11 cosy;, /= It sin/;, z = a\\p, 

et Ton en eonclura 


( 39 ) tlx Itsin/u//;, dr ~ It cospdj), ds—a’Rdp, 

Cola pose, les forinulcs (5) donneronl 


((|0) COSot : 


Sill/) 

\/ 1 -1- a 




COS|3 n 


OOS /> 


\! 1 -h a 2 


cosy : 


\ 1 -h a 1 


Or il resullc evidomment do la dornierc dcs equations (4o) quo 
Tangle y fonne par la tangente ii la courbe avee l’axe dcs et par 
suite avee la gcn6ratricc du cylindre, est un angle constant. 

Pour oblcnir les equations do Thelico en coordonnees reetangu- 
laircs, il suffirait d’elimincr p entre les formulcs (38). Si Ton 
commence par elimincr p entro les deux premieres, on retrouvera 
Tequation ( 37 ), qui est eifectivement unc des equations de la courbe. 
Do plus, on lire des formulcs (38) 

| = tang p, p = arc lang^jj 


OEurrcs dc C, — S. II, t. Y. 


27 
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•no 


ef, par suite, 


(10 


V 

.r 


lang «It 


ou 


s — rtR arc tang 



Cette derniere equation represonto ia surface helieo'ide en pen dree par 
unetlroile qui rcsle toujours comprise dans im plan mol>il<* porpun- 
diculaire a 1’axc des z, qui rencontre cot. axo an memo point quo le 
plan, et qui tournc autour du point do rencontre do maniero it deer ire 
dans 1c plan mobile dps angles proportionnels ntix distances par- 
courues par le point don l il s’agit. Oomme la memo surface coupe 
evidemmont Ic cylindre suivant deux helices, donl It's points comm- 
pondants sc trouveut sillies ii cgalcs distances do l’axe des 5 sur la 
droite generatrice do la surface, on pout a (firm or quo le sys Ionic dos 
equations (37) ct (41) rcpresenlcra cos deux helices, (lout I’line so 
con fond avec la courho proposec. 

Si l*on eliminait la variable p on Ire la premiere el la troisieme dos 
tommies (38), 011 bicn outre la seconde et la Iroixionio, alors, an lion 
de (’equation (/ji), J’on obticndrail I’une des suivantes : 


( -1 ■* ) 


(43) 


a- = R cos — ou 
«R 


y=R S in~ on 


flit arc cos 
aW arc sin 



hw rcunissanl 1 unc de cellcs-ci a la form u lft ( 3 7 ) , on rolrouvoruif 
encore un systomo do deux equations propro ii representor deux 
helices, dont l’une sc confondrait avec la proposed, cl qui auraionf. 
Unites deux la memo projection sur 1c plan dos s, a?, ou sur le plan 
dos y, z. 

Enfin, si l’on reunissait la formule (42) ii la formulo (43), ou l’uno 
de cclles-ci a la formule (41), on obtiondrait un syslome do deux 


equations propro ii representor soulement la premiere Jidlico ii ln- 
qucllc appnrticnncnl les equations (38). Ajoutons quo. dans la re- 
cherche des propriety de 1’hclico, on pout avec avantage remplacor 
fes equations on coordonn6es roctangulaires par lo syslbmo dos for- 
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mulos (38). Nous avons dcja vu commonl on deduisail tlo cos dor- 
nit'ros Ics valours do cosoc, cos(3, cosy* Si, mainlenant, oil Ics applique 
ii la determination do la langcnto ot dn plan normal, on Irouvora pour 
los equations do la langcnLc 


(44) 


—‘H ~~y ~ % — ~ 

— sin/; cosy; ~ a * 


ot pour rdqualion du plan normal 


(do) (fl— y) cosy; — (£ — x) sin/) « (£ — z) —o. 

On a fail voir dans la Iroisiome I,e<?on comment on pouvait doler- 
minor los asymptotes dos courlios pianos : on deterininerail avoe la 
memo faoiliLe los asymptotes d’lino courlio tracin' dans I’ospace ot re- 
presented par deux liquations outre los coordonndos rofilangulairos x, 
y, z, o’esl-a-dire los droites dont cotte courbo s’approchorait indefini- 
nicnt, sans pouvoir jamais los ron control'. Supposons, pour fixer 1 os 
iddos, quo Foil ohorche d’abord los asymptotes non parallolos an plan 
dos/, z; ot soiont 

( /|G ) y~kx-\-l , s .= K ,r -t- L 


los Equations do Fu no d’onlre dies. On pourra, des equations do la 
courbo, lirer dos valours do y ct dc z, on fonclion do x, qui so redui- 
ront scnsibloment, pour do Ires gran dos valours numeriques dc x, 
aux valours do y ot do s fournios par los equations (/jG), ot qui so 
p rose n to rout sous Ics formes 

(47) / ~ kx -h l-\- i, z — Ka? -n L + I, 

i ct I designanl doux quantiles variables qui s’evanouiront avoe 

Or, si Ton fait converger ^ vers la li mi to z 6 ro, on tircra succcssivo- 

mont dos equations ( 4 7 ) 

lim — — Jc, lim — — K, 

x x 


\ 


(48) 

(49) 


lim (/ ~ kx ) = /, 


llm (2 — Kx) — L. 
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Done, pon i’ dotorininor I(*s oniistanlos /, K, il sullira »l «* poser dans I •*** 
equations do la enurin' 

(So) r 1 1\ s So, 

puts do rherolior lit limilo mi los limit «*s vors losquollos mm vt*r*fi»rMii I 
los variables ,v cl S, landis quo la \alonr immorii|uo do .r eroilia 
tiidofiniinoiil. Do plus, apron avoir Ironve los oniistuiiles /., K, mi 
oldicndra los eonslaiilos /, I., mi posaul dans los equalmns do l.i 
oourbo 


(■>>) 


y Lr i t, z Iv.o i T, 


ol cliorolmnl las limilos desquelles / ol T s'approeliornni suns oo-.no 
. pour das valours nuinoriquos oroissaiiles do la variable .r, A ohaquo 
systomo, du valours linios dos quantiles /•, K, /, l„ m>rrospmidrn imo 
iisymplolo do la oourbo proposer. 

Iiln raison mini do la nidmo maiiiere, mais dolian;(oaiil onlro olios Ion 
ooorilminoi’s :v, y, s, mi oliliendrait dvidoniiiioul los asymptotes mm 
parallelos an plan dos s, .r, mi an plan dos ,o, )\ 

On pon itu il oneore doloriiiiitor los asymptotes d une omirlio Iraoeo 
dans I ospaee, on observant, (pio lours prnjrelions snr oliaonn dos iri)i» 


)ilans ooortlonnos soul,, on {pinoral, dos asymptotes do la omirlio pro- 
jolco. Sotilmnotil, la projoolion do I'lino dos premieres asymptotes 
sur lun dos Irois ]dans eoordonnes h* rod tti rail it tin point, si oolto 
asymptote olail porpondionlairo an plan. Alnrs lo point on i|iiosiiou 
dovioiulrail un point d arrol do la oourlu 1 propddo. 

Si 1 on eonsidero, on parlioulior, I’liyporlmlo <juo produit I'inter- 
soclion d mi plan old’un liyportmloido l'oprosmilos par deux equations 
do la forme 


^ A i-at-i /(3 - o 

ol 


( 53 ) 


Ax'- -i- ]) y* -i- Ca 2 -i- a D/s i a Us.e . i . a !<’ 


• .// 


roust., 


011 pr0uvm sans l >oino » 011 rncouranl ii l’uno dos mollmdos oi-dossns 
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t nd i (ju 60s, quo cello hyperbole a pour asymptotes Ins droiles repre- 
sent uos par lc sysleme des deux formulas 


(S-i) 


| fx + gy 4- hz — o, 

| A.r ! + C j ! + 21)^4- alisj; - 1 - 'jFa;/ = o. 


13 ii lorniinanl retie Lee, on, nous Porous remarquer quo les points 
d’arrot 011 do roliroussoment, les points saillants, les points multiples, 
ot, ('ll general, les points singuliers d’une cotivbe traced dans I’espace, 
mil ordinairemenl pour projections sur chacun dcs plans coordomies 
dcs ])oi nls qui 0 (Trent les memos singularilcs, mais qui appartiennent 
ii la murin' projelee. C’cst pourquoi nous n’ajoulerons rien a ee quo 
nous avons dit dans la qualriemo Lceon sur les points singuliers dcs 
eourbes. 
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QUATOllZIEME M5CON. 


DBS PLANS TANG IWTS IU' IfKS NOIDIAI.IiS All V SIllll'AtlKS COtlllllKK. 


Considcrons une surface courbo ropresonldo par I’equation 

(l) W = 0, 

dans laquellc u designo unc fonclion dcs coordonnucs rer.lnngiilaires 
x,y, x. Si, par un point (x f y, x) donno sur ocltc surface, on mi fail 
passer unosocondc qni la coupe suivanluno oe.rtaiue <;ourl>e, la tan- 
genle me nee on cc paint a la courbo donl il s’agit sera elle-nidino la 
Iignc d intersection de deux plans re presen Ids par les Idrmiiles (18) 
de la Lofon preccdente. Or 1 un do ces plans savoir, ooUii donl. les 
coordonnecs variables £, vp '( verificront la formula 


(2) 




sera evidemment independant de la nature tic la seoomle surface, el, 
par consequent, aussi do la nature de la courbo d’inlorsr.eliun. Done., 
toutes les courbos tracecssur la premiere surface do maniere. a passer 
par le point (±,y, x) auront lours tangentes on co point comprises 
dans un soul plan. Cc plan unique, donl l’equalion coincide avee la 
foimule (2), est co qu on appcllo lo plan tangent mono a la premiere 
surface par le point donnd ('). 

Les raisouncmenls quo I'on vionl do hire sulmisleraicnt toujours, 
ot par suite I'oquabon du plan tangent consorvorail encore la memo 

O) La molhodo quo nous vonons do suivro nour imiivai. . 
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(ormo, si, dans la fonclion u, les variables x, y, z rcprescnlaicnt, non 
plus des coordonneos reelangulaires, mais dcs coordonncos obliques. 

Si, on faisanl varier ii la fois x, y el 3, on dilTcrcntio I’equalion 
linio do la surface proposce, on obtiendra son equation diflorentielle 
du premier ordre, savoir 


(3) 


du 

Ox 


7 On . t)u , 
ax -b ,— dv -b (h 
dy J c)z 


o. 


En comparant eelte dcrnierc ii la l’ormulo ( 2 ), on rcconnail qu v,pour 
oblsnir V equation du plan tangent, il sujjil tie rcmplacer, dans l’ equa- 
tion dijfferenliclle cle la surface, les cliff eren tidies tlx, dy, ch par les 
differences finies \ ~~ x, yj —y , '( — 5 . 

Si, par le point ( x,y , z) de la surface donnee, on mono line droilc 
perpondiculairc au plan tangent, cctle droitc sera cc qu’on appeile 
la nonnale corrcspondanle au point don t il s’agil. Soicnt X, p., v les 
angles formes par cotie nonnale prolongee dans 1111 certain sens avec 
les demi-axos des coordonncos positives. L’cqualion du plan tangent 
pourra etre presentee sous la forme 

( d ) — oc) cosX + {•/) ~y)cosjix -h (C — 5) cosy = o 


(voir 1c qualrieino problenic des Preliminaircs). Or, pour que les 
equations ( 2 ) ct (!\) s’accordenl e litre dies ct fotirnissenL les memos 
valours de 'C — z, quolles que soicnt d'aillcurs les valours attributes 
aux variables vj, il est neccssaire ct il sudit que les cosinus des 
angles X, p., v verifient les deux equations 


On 

cosX _ <)r 
cosy ~ du 

dz 


du 

cosp _ dy 
cosv du 

dz 


comprises 1’unc ct I’autre dans la formule 


cosX ensp. _ cosv 

du du du 


r fdu\ 


■ 


/ dn\ 


/ du\ 


(6) 


2 


2 


2 ~[ 2 
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a i« 


Si niaiiilciianl on fail , pmtr abri’Ker, 


< 7 > 


It 


t 


[ ,} " \ ' 

, / ,,H V 

,ouy 

\t).r I 

\</l ' 

( ») . ' 


on lirrra do In (urinulr ((>), hi s ti j ipns:i ii I lr ilnuhlr si^m* rodml no 


<«) 


rosA 


I f/// 

II Or' 


nisi/ 


i d// 

II /h ' 


ClIS'J 


I lie 

II <) ' 


cl, (‘n supposanl lc (limbic sipnr reduil ;m sij'iic 


({») i*i is/ 


i Oh 

h 


\ Oh 
U Oy' 


ros v 


r ihi 
U ft 


Ajmtlmis (|iic ( pom' delermincr les angles >,, v, mi dc\r.t cm 
plnycr on !os cquulimis (S) on Ics ct|iialinus (;»>. Miivanl «|tic la 
iiorinilli! aura din prolongin' dans tin sens mi dans un anlrc a paiiir do 
point <). 

La lormillc ((>) line Inis clablie, il dcvicul lacilc dc lrnii\cr le-» 
dciiN ci|iiiilimis dc la imrmalc mourn par lc puinl (,r, > , i. Kn cll'cl, 

si I’mi dcsi^nc par vj , £ Ics comdminces variables He dmilc, 

on aura, cnvurlii ilucc ijni a clr dil dans Ics Prclimttinirrs i p, iMi, 

(m) * '0 r " 

oos/ rorij; rth'/ 

puis, im roinpla<;anl Ics (jiianlilcs 


cos),, cosp, CHS V 

par Ins durivtuis parlicllns 

ihi < )u i)d 

,h ' ,h' 

(fin lour. soul, rnspoelivomoul proporlimiiicllcs, mi ohlicndra la I'm- 
muln 

(h) $' • f ' o ,r f ii 

On tin ( )u 

On- tiy ,)z 

(|iii couiprnnd Ins dim dqualimia clinrchccs. 
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L'anglc aigu forme par lo plan tangent an point (x,y, 3) avoe lo 
plan dps tv, y est ce qu’on nomine V inclinaison du plan langcnt , ou 
I 'inclinaison de la surface on cc point. Ce memo angle est ovide.mmenl 
eg a I a Tangle aigu forme par la normaleaveo 1 ’axo des 5. Done, si I’on 
dbsigne par t I’inelinaison do la surface, an point (x,y,z), la valour 
de t sera I’une do cellos quo fournissent po 11 r Tangle v les for- 
mules (8) et (9). On aura, on consequence. 


( 12 ) 

COS T — i 

1 Off 

K ds 

(.3) 

seer — -zh 

It 

On * 



Oz 


In signe ± devant litre reduil au signe -t- quand la valour de ~ sera 

positive, el au signe -- dans lo cas eonlruire. 

II e.st bon d’obsorver quo les formulcs (2), ( 3 ), ((.’>), (8), (9) el(r 1) 
no changcraient pas, si la surface donnee n fait representor, non par 
Tequalion (t), mais par la suivante, 

(i 4 ) m— e» 

c designant uno quantile constants. 

Lorsquc, dans la formule (2), on regard e les coordonnees vj, ( 
comma conslanles, et les coordonnees x, y, a coniine variables, on 
oblicnl, non plus Tequalion du plan tangent ii la surface (1) on (i/|), 
mais Tequalion d’une autre surface qtii est le lieu gcomolriquo des 
points oti cellos quo Ton dccLuil do Tequalion (i/j), on allribuant 
su ccessi vemenl diverses valours a la conslanle c, soul ton chocs par 
des plans qui rcnfermonl le point (£, vp (). 

De memo, si, dans la formule (it), on regarde les coordonnees a*, 
y, s eommo seulcs variables, on obliendra, non plus les equations de 
la normale a la surface (1) 011 (id), mais les equations d’une courbe 
(fui sera lo lieu gcomclri'quo des points oil les surfaces dont nous ve- 
nons do parlor sonl rcncon tl’ees par des droilcs normalcs qui con- 
courenl au point (<;, V), (). 

OLuvres do C. — b. U, t* V, 
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Si l*on vc ut quo liquation <lc la surface (lounee sc prose n I e sous la 


forme 

(i3) 

oil 


-/(•*•> r) 


/(j'.r) - 5 --- 0 , 

il su/fira do poser clans liquation (i ) 
ip*) « -f(' r > y) '• 

(ioneevons quo, dans ce cas parlieulier, on lasso, pour a forego i\ 


C7) -I' 

On aura ovideinmenl 


'>/(•<•> .r). „ <)/(•>',}■) " 

<h > h 


(if?) 


On On Off 

7)1 ~ l> ' ly ' h 


cl I’cquation difleronliolle do la surface deviendra 


p ( Lr - 4 - (j dy — dz - n 

mi 

Oy) dz i-piU + q dy % 

Do plus, rcquutioii chi plan langont so troiiyooa nuluilo ii 
(ao) £ — -“/»( 4 — •*•)-(- '/(fl- y), 

el I’on tircra do la formulo (i j) 



ou, cc qui revionl au memo, 


(ri) I — i»+/)(5- 5 )- 0 cl -n -y-hr/(K -s)- o. 

Alors aussi los equations ( 12 ) cl (i 3 ) donnoroiil 

(33; COST ~ 

\/l + J)-r\- q ' 1 

( ) SCCT = \/ 1 -h 
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linlin, si la surface courbe quo l’on considerc dlail representor par 
unc (';<[ iiaLion tie la forme 

( *«5 ) ii -i- e -+• iv h- , . . - - r, 

ii, c, <r, ... dcsignant diverses fonolions ties variables .r, y, z, on 
dev rail dvidcmmenl, dans les formulas (a), ( 3 ), ((»), ( H), dp) el ( 1 1), 
rom placer la fonclion it par m -i- e -i- w -i- . . . ; of I’on Irouverail ainsi 
pour requalinii du plan tangent 


/ (du Ov d\v V , 1 

iU<' + S + 3.V + "') ; + l 

f On 

<)v 

-U 

(hr 

j- 

\ (du 

dv 

(hv 

koJ- H 

' Or 

1 

dy 

1 • • 

dz 

1 ()z ‘ 

< 

1 du ()u du 

<)i> 


Op 


el v 

(hr 

div 

dtv 

f -- - -h X r 3 — -1- 

‘ <h' <)r 

’’ lie 

- 1 - y 

if 


0= 

-h .i 1 v h 

t Ir 

y dy 

-!- - v ■ -1- 

()z 


Concovons mainlenant que, dans requalion (Vi), u, c, ir soienL ties 
fou e.lions on li ores el homogimos, la premii're du tlogre m, la seeonde 
du (1 egrd in--i, la Iroisieme du dog re rn -a, .... Cette equation 
re pro son I era e.e qu’on appollo lino surface du degre m. Alors on lirera 
de la loriniilo ( a(>) ol du theoreme des fonclions lioinogenes 


(>/) 





( hL 

dr 




mu *1 - ( m — i ) \ } -I- ( m “i)ir + 1 . . , 


puis, en ayanldgard ii requalion (nfi). 


(s8) 




tic 

dr 


— me — c — a ir — . . . . 



Lorsquc, dans la formula (28), on regarde les coordonnees 1;, vj, '(, 
eomme eonslanles cl los coordonnees x, y , z commo variables, on 
oblionL, non plus requalion d’un plan tangent ii la surface (20), mais 
l’equation d’unc socondc surface du degre m — i, qui renfermo les 
points de contact de la premiere avoc les plans tangents mends par 
Ic point (<j,Y|,£). Si la premiere surface esl du second degre, la se- 
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comic so roduira simplement si uno surface <lu premier dogrb, c’rsl- 
ii-clire a un plan. On pout done ononccr la proposition snivanto : 

Tnr.oiU'.iic.. — Si par an point donne on men a dcs plans tangents a one 
surface, clu second degre, tons les points He. contact seront sit ties sue tine 
caurbe plane. 

Si I’on suppose e — o, w o, .... Pequalion (alii) sc trouvora 
rciiuitc a la formulo (i 4 ). dans laqucllo u design ora uno I'onctimt 
on Hero et homogenc du degre m. et Pequalion du plan langonl, on 
la formulo (« 8 ), deviondra 


1 2 9 ) 


Ou u On 


On y 

t n £ - mc 

Ox - dy Oz 


II pout arrives quo le plan tangont mono a uno surface par un point 
donne ( x,y , 5 ) no la reneonlro qu’au point donl. il s’agil, on qu’i I la 
louche suivant unc ou plusieurs ligncs, on qu’il la traverse. Dans les 
deux deni iers cas, si Ton dosigne par 

( 3 °) /(■». 7,5) =0 


I’oquation do la surface proposee, et par t vj, 4 les coordonnees va- 
riables d’unc des lignes suivant lesqucllcs cello surface osl lonelier 
ou travorsbo par le plan langonl, les coordonnees q, i ' seronl ovi- 
domment assujellies a verifier les deux equations 


( 3 1 ) 


dx 




“(fl-J')H- 


^ , d/{x t y t z) t _ _ d /(.e, x,z), y 


dy 


t)z 


(? • S) 


O, 


Lorsqu’on pcul tracer stir la surface unc ou plusieurs lignes droilrs 
qm passenl par lo point (x,y,z), cliaounc de cos lignes so, oonfond 
necessairemcnlavec sa tangente el so trouvo par suite comprise dans 
le plan tangent. Alors Peliinination do '( outre les form ulus ( 3 i) pro- 
dutt unc equation entre les variables q, a laquelle on salisfait on 
pren ant pour q uno fonclion lineairo de S’il on est ainsi, non sou- 
lcment pour un point determine de la surface quo Pen considero, 
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mais encore pour tons los points do la memo surface, el par conse- 
quent pour loules los valours do x, y, z qui verifient la formnle (3o), 
cette sue lace sera du nombro do cellos qui peuvcnl etre engondreos 
P ar 1,1 monvomeul d’uuo droilo, ol quo 1’on nommo surfaces reglees. 
Parini los surlacos do cotto ospecc, on doit remarquer les surfaces 
Mwlappables qui sont louohees par chaquo plan tangent suivanl line 
generalrico. Enlrc los surfaces dcvoloppables, on distingue particulie- 
romonl les surfaces cylindriques, ongcndrecs par lo mouvement d’une 
droilo qui roslo loujours parallblo a ello-mftme, cl los surfaces co- 
niipies , donl la gonoralrico passe loujours par le memo point. Los 
surfaces regions, qui no sont point dcvoloppables, s’appcdlent sur- 
faces gauches. 

Nous allons mainlenanl offrir quolques applications dcs fornuilos 
ci-dessus dlablios. 

Example /. — Considcrons la surface dc la sphere doc rile do 1’ori- 
gino conime centre avec Ie rayon K el represen loo par l’equalion 

(■>«) + 

L’equalion difleronlicllo <le cello surface sera 

( 33 ) x dx y dy -b z elz — o t 

Par suite on Irouvera, pour 1’equalion du plan tangent, 

(34) x{l — .r)-i-/(o — /) + s(S — 5)- o ou xZ + yn -+- — U*, 

laudirt quo los equations do la normalc scront comprises dans la 
formula 

= ~ y ~ LrJ: , 

x y s 

quo Lon pout reduire a 


Ajoutons quo 1’inclinaison -r, correspondante au point (a-, 
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pourra dtro dolcrniinec par l'line ties <*qiia t i c> n « 

( 3(3 ) cost ~ - *r suer --- -t: ^ • 

Los equations ( 3 'f), quand on v considore .r, y, s commi’ snides va- 
riables, represeiitont, la premiere, 11110 nouvelle sphere qni a pour 
duunctrc la distance do rorigmo an point (c, vj, £). el la seeonde mi 
nouveau plan. Co plan coupe les donx spheres suivanl line sonic rir- 
coidcronce do corcle, qni ostlc lion dcs points de, eonlaet de la sphere 
donnc’o avee les plans tangents monos ii eetle memo sphere par le 
point (;, q, '(). 

Quant a la forniule (jj), olio reproduil toujours la memo ligne, 
([uol quo soit, onlro les deux points (£, vp £), (\v,y t s), eohii ilont on 
regarde les coordonneos comme variables, et idle represent!! dans 
tons les cas, ainsi qu'011 devait s'y attcmlre, line ilroito passant par 
I'origine. 

hxemple It . — Coiieevons que la surface proposed si* rdduise ii line 
surface cvlin dri quo dont la generalrice soil, parallele ii I’axe doss el 
donl la base soit uue eourbe renfermce dans le plan dos.r, y. Ode 
surface otsa liasc seront 1 uno et I’autrc rep rose 11 loos par line equa- 
tion de la forme 


/V,j)=o. 

1 

ho la pose, si Ton fait, pour abreger, 


(38) 


0 fix, ,r) 

Ox 




Or 


y) 


/(-*'• y). 


('equation du plan tangent deviendra 


!V ) <?(*,?) + (n~y)/'(x,y) o. 
Do plus, on tirera de la formula (1 1) 
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el I’on Ironvcra on consequence, pour los equations do la normale. 


(1°) (> — ,») •/_ (.e, r) - (n — _iO y) — o, % — s. 

II rosullo ovidcmmonl ties equal ions (3q) 01(40) quo Ic plan tangent 
csl loujours parallele it I’axe doss cl la normale toujours pcrpcndi- 
culairo it ocl axo. Ajoulons quo, 1’cqualion (3p) olanl indopendanle 
do s, cliaquo plan tangent louoliora la surface suivant uuo gcnera- 
Irioo, 00 qu’il Mail facile do prevoir. 

Si I’on prond pour base do la surface cylimlriquc uuo parabolo, uuo 
ellipse ou utto hyperbole, ectte surface sera cello d’nn cyhndrc para- 
boliquc, cffipliquc oil hypcrbolnpie. 

Kxemplc 111. — (lonsklerons uni! surface coni quo, dans laquello lo 
sortunel, c’esl-a-diro lo point coimnun it loulos los generatrices, coin- 
cide avec I’originc dos ooordonnecs. Conoevons, d’aillours, quo l’un 
pronne pour base do, la surface oonique une courbo plane, dent lo 
plan soil parallele au plan dos cc t ret coujie le demi-axo dcs s posi- 
tives it la distance 1 do l'originc. Soienl enfin v) los coordonnecs 
variables do la oourbo dont il s’agit, et 

(40 /U, a)~ 0 

son equation. La genoralriee qui passera par lo point (H, vj) do cetto 
courbo sera dvidcmmonl represented par los deux form ales 


Or si, on Ire cos derniorcs cl la formula (4 1 ), on climine \ ot -q, il esl 
clair quo l’equalion rosultanto, savoir 

m /(ff)=o. 

sera vendee par tous los points do toutes les generatrices. Hilo 
represented done la surface conique. Cola pose, si I’on adopte les 
memos notations que dans l’cxcmple precedent, on trouvora, pour 



m APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL 
I’equatiori d i fferen tiollc ilo la surface conique, 






0 , 


Si mainlonanl. on designe par £, yj , £, non plus les eoordonndes d’uiic 
eoui'lie tracec sur la surface conique, mais les coordonnees (In plan 
tangent on de la normalo an point (,r,y,z), on rectum ultra : i" quo 
l’dquation cl li plan tangent pout elrc reduile ii 


( 45 ) 





2 ° quo les equations de la normalo sent comprises dans la Ibrnmle 


m 


■ ,c 


=(=- o 


■(h) 


Coniine l*cq tialion (/pj ne change pas quand on fait varier a\ y el z 
de. maniere que les rapports *?- demeurent eonslants, on peul 

alfirmer quo chaque plan tangent louohera la surface snivant une 
generalricc, ce qn’il dlail facile de prevail*. 

On arriverail ii la memo conclusion en observant que, dans le eas 
present, lesfonnules (3i) sc trouvent remplacees par les suivanles : 



et, coni me les coordonnees ,r, y, z doivent coiislamment veriller 
I equation (43), il est clair qu’on salisl'era an x fornmles ( 47 ) en 
pronanl 


( 4 «) 




Or, ces deux dcrniercs equations outre les coordonnees variables 
X, q, X represen ton l evidemment une droilo qui passe par hi sommet 
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du cone cl par le point (x,y>z) dc la surface coniquc, e’est-a-dire 
line generalricc do cette memo surface. 

Si 1'on vent que la surface coniquc soil cello d’un cone droit abase 
circulairo, il sulfira do roduire la courbc (4 1 ) i> la circonforcncc d’un 
corclo qui ait son centre sur l’axc dos Si l’on nomine It Ie rayon do 
ce mdme corclo, los formulas ( 41 ) ct (43) dcviondronl rcspccli- 
vement 

(49) $ 2 -l-fl’=R s , 

(fio) # S +/ S — R S 5 S . 

Alors {’equation diflerontiolle de la surface coniquc pourra otre pro- 
son Loo sous la forme 

( fj’i ) sc dx h - y dy — R 3 - dz. 

Par suite on Irouvcra, pour I’liquation du plan tangent, 

(Sa ) xtt - X) +f(-n -/) == It MS - -) 

on 

(53) .^-l-^vj-R’s?; 
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stanle, cl qu’cllc so confond, commo on dovail s’y attendee, aver, lo 
complement do I’angic compris entro 1 ’axc du cone ol la genera- 
(i-ice. Do plus, on oonclul evidemment des equations (.'),'>) : i° <|ur la 
projection do la normalc sur le, plan dcs x, y coincide aver, la pro- 
jection do la geiieratrico; 2 n quo cclto norrualo osl roniorineo dans In 
plan tangent a la sphere qui a pour centre l’origino, ol qui passe par 
lo point (x, y, z). 

L’equation (02), dans lo cas oil 1 ’on y considoro x, y ol z commo 
scales variables, represento un hypcrboloido a 11110 nappe, donl. los 
axes reels son l parallels aux axes des x ol y, el dans loquol un tita- 
nic Ire coincide avec la dislancc do l’originc au point (£,■/],£). Dans 
lc memo cas, l’cqualion ( 53 ) represento un nouveau plan qui passe 
par I’origino. Ajoutons quo ce plan el cel hypcrboloido oouperout on 
general la surface coniquo suivanl deux generatrices qui soronl los 
lignes do contact do cclto surface avec Ies plans tangents monos par 
lc point (£, vj , '(). 

Quant aux Equations ( 55 ), ellcs rcpreseuloront dvidommonl, si 1 ’ 0 1 1 
considoro .r, y, z coimnc seules variables, 11110 circonforonoc do eorelo 
qui aura pour diamelre la distance dc l’origino au point (£, yj,£), ol 
qui coupcra lc cone au mcimo lieu quo la perponcliculaire abaissoo do 
ce‘ point sur la surface coniquo. 

Lorsqu’on substilue I’cquation ( 5 o) a cello d’une surface quol- 
conquc, los formules ( 3 t) sc reduisonl ii 

( J 7 ) ?+ n 5 =R 2 ? 2 , = 

Si, entreees derniercs etrequalion ( 5 o), on eliniine .s el on trou- 
vera' 

(^+y ! )a ! -H , )-K + yfl)‘=:o ) 

011, cc qui revient an memo, 

(tf-n -&Y — a, 

£ X 

ri~~y 


ct I’on cn conclura 
( 58 ) 
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Si Ton round l i’cqualion (58) ii la scconde des formulas (jy), les 
coordonnecs variables •/), '( soronl evidcmnienl cellos d’une droito 
qui paw sera par l’origino ot par 1c point (.r,j',3). Cello droilo sera, 
en o.irol, la sculo lignc commune a la surface eonique cl an plan lan- 
gonl mono par le point (cc,y, z). 

Si I’on pronail pour base do la surface eonique line parabolo, uno 
ellipse ou line hyperbole, cetle surface serai i cclle d’un cone parabo- 
liquo, ellipliquc ou hyperboliquo. 

Example. IV. ~ Designons par a, b, c Irois conslanlcs positives; cl 
considdrons la surface represen lee par l’equalion finic 



Cello surface, qui donne pour sections des ellipses, qiumd on la 
coupe par des plans perpondiculaircs a l’axo des s, el des paraboles 
quand on la coupe par des plans porpendiculaires aux axes des x oil 
des y, esl colic qui lermino un paraboloide clliptique, Coniine, en 
diflYjrcnlianl la formula (5;)), on Irouvc 

(6o) jLtlx+£dy = ±tls, 

requalion du plan tangent an paraboloide clliptique sera 


(Gi) 

oil 

(6a) 


X 




aj; yj) _ ( + J _ 
o* c 


Quant aux equations do la normale, cllcs sc Irouveronl comprises 
dans la formula 


— .r) . 


JO 


a/ ' 




. (£ — •») -+- y ('fl — y) ■+■ 2 3 (? — =) 


(63) 


0 
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do laqucllc on tiro 


( 64 ) 


— l>-( n—y) 

— — . — ■ — > 

•» y 


.*(£ — x)-hy{n — y) + asfC-j) *=«. 


La derniere dos equations (64) prouve quo la nonnalo an paralxi- 
loido ellipliquc, on un point donne, ost comprise dans lc plan langonl 
mono par cc point a un cllipsoiclc do revolution donl In centre coin- 
cide avee l’originc, ct dont l’equation cst do la forme 


const. 

Liquation (Gi), dans lo cas oil l’on considere x, y et s coniine 
sculos variables, represonlo un second paraboloi'do do memo forme 
quo le premier, mais dont I’axc coincide avee la droite qui a pour 
equations 

( 65 ) y=2, 


otic sotnmet avee un point situb sur cot axe el cnrrospondaiil ii I’or- 
d ounce 



Dans le memo cas, l’equation (6a) represonlo un nouveau plan qui 
rencontre 1 axe dos s on un point dont l’ordonnoo est s -- C,. 
Ajoulons quo co nouveau plan coupe les deux paraboloides suivant 
unc ellipse, qui est le lieu des points do contact du paraboloide 
donne avee les plans tangents menus ii co memo paraboloide par le 
point (5, q, (). 

Pour savoir si lo plan tangent mon6 par un point (x, y, s) do la 
suiface donnec traverse ou non ccttc surface, il suflit d’oxauiinor si 
1 on pout attribuer aux variables £, yj , '( plusieurs syatemos do valours 
reelles propres ii verifier simultancment les deux equations 


, yn ? + j 

— T~‘ 


( 6 7) 


? . n a t 



GALCUL ]) IFFERENTXEL. 2-29 

Or, si outre cos dernier os el la formulo (09) on elimino '( el z, on 
trouvera 



on, cc qui revient au memo, 

D’aillours, on no poul salisfaire a liquation precedento qu’en posanl 

Z = x, n=y, 
cl l’on lire alors tics formulcs ( 5 q) 01(67) 

K — a. 


Done le point (a?, y, z ) csl Ic soul qui soil cmnimin au paraboloids el 
au plan tangent, cc qu’il 6 tail facile de prevoir. 


Exemplc V. 
finie 

(68) 


Considdrons la surface rcprcscntec par l’cquation 

.v* y 9 Z 

rt 5 ~ a c * 


Celle surface, qui donne pour sections dcs hyperboles, quand on la 
coupe par dcs plans parallclos au plan dcs 00 , y, el dcs paruboles, 
quand on la coupe par ties plans porpcndiculairos a l’axe dcs a; 011 ii 
l’axo ties y, csl cello qui lermino un pnrabolo'ide liyporbolique. Elle 
rencontre evidommcnl le plan ties x, y suivant deux droilos ro pre- 
son lees par la formula 


(69) 


X 1 

rt 9 


yl 

b* 


= 0, 


qui fournil les deux equations 


(70) 



N 


(70 
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Cola pose, on operant comme dans I’cxcmplo IV, on trouvorn pour 
(’equation du plan tangent an paraboloido Ityporboliquc 


(7 2 ) 


xU -x) _ r(p-_r) _ C - a 
a 1 lr 


(HI 

(73) 


iC^ y t\ ^ Z 

a- h' 1 C 


ot, pour les equations de la normalc, 


(74) 


x 


^(■o-.r) _ n 

— u j 

y 


■•»(<; -aj)-l-,y(-/i — j)-H 3 ) " *>• 


La derniorc des equations ( 7 / 1 ) prouve quo la normale au paraboloido 
hyperboliquo ost comprise dans le plan tangent it un ellipso'ido do ro- 
lolution dontlc centre coincide avee l'origino ct donl (’equation ost 
dc la forme 

x* 4- j 8 -1- ax; 2 = const. 


Inequation ( 72 ), dans 1c cas otT l’on y considbro co, y, z comtue 
sculcs variables, represents un second paraboloido do memo forme 
quo le premier, mais dont l’axe coincide avec la droilo rcprbsenlbe 
par les formulcs (65), et le sommet avee un point sitin'! sur cet axe ol 
correspondant a I’ordonncc 



Dans le memo cas, liquation ( 73 ) roprosente un nouveau plan qui 
rencontre l’axe des z au point dont l’ordonneo ost — Ajoulons quo 
ce nouveau plan coupe les deux paraboloidos suivant une liyporbolo 
qui cst le lieu des points de contact du paraboloido domic avec los 
plans tangents mcnes h cc paraboloido par lo point (*, yj, £). 

Si Ton veut obtenir les lignes qui, passant par un point (a?, y, z) 
de la surface donnee, sont communes a cette surface ct au plan tan- 
gent, il suffira d’assujetlir les coordonnces variables q, '(, a verifier 
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Ics deux equations 


( 7 fi) 


a 2 



? 


&X ,r n £ H- s 

O 3 'l 3 — ' c ' 


Si, e ntre cos dernifcrcs el la formule (68), on elimine '( et z, on trou- 


vera 


ft 2 O' 3 a 2 6 2 


/#£ r-o\ 

- 2 b-v) :=o ’ 


ou, ce qui revientau memo, 


( 77 ) 

et 1’on on conclura 

(78) 




X — _ *i —y 

a b 


on 

( 79 ) 


x— (t _ _ _ 

a b 


15 n rdunissant, 1 ’une aprfes 1 ’aulrc, la formule (78) cl la formule (79) 
si Isi secondo des formulcs (76), on oblienl deux syslcmcs d’equatious 
qui representent deux droites traeecs sur le paraboloido do maniere 
a ron former le point (x, y, s). Si ce point deviant mobile, cliacuno 
des deux droites engendrora lc parabolo'idc hyperbolique, en se 
mouvant do lelto sorto que sa projection sur le plan des x, y roste 
toujours parallelc ii l’linc des droites suivanl lcsqudles ce plan coupe 
lc parabolo'idc. 

11 cst essonliel d’obscrver quo toulcs les generatrices coupent lc 
plan des x, y, et qu’on simplific la recherche do Icurs equations en 
supposanl lo point ( x.y , z) situc dans ce plan, c’esl-a-diro sur I’une 
des droites (70) ou (71). On reconnait alors immediatement qu’un 
premier sysleme do generatrices cst determine paries fonnules 


(80) 


as __ y ad- _ 2 ^) £ 1! _ !t?! — I 

a b ’ ct l b 2 c ’ a 2 b % 2 c * 
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quo I'on pout roduiro a 


( 8 .) 


I _ vi _ a £ , ~ = i~, 

a b cv c cib a 


el mi second sysl6mc par Ics fornmles 


(8a) 


P 

a b ’ a‘ b* c’ a ' 2 b 2 c’ 


quo I’on pent roduiro ii 


(83) 


5 -H 2 = « i, i * = „£. 

« & *r c a b a 


Ajoulons quo lo rapport ~ domeurcra constant pour unc mcme go- 
neralrice, ot changera do valeur dans le passage d’uno generatricc ii 
1’autre. Cc rapport sera done cc qu’on nommo unc constanie ctrbi- 
iraire. Si I’on dosigne cette conslantc par e, ct si Ton ccril, on outre, 
dans les equations ( 8 1 ) et (83), cc, y, s au lieu de \, yj, (, ccs equa- 
tions deviendront respccliveinent 


00 

x y 

a b 

g 

1 

' <s-N 
II 

25 

06* 

et 





(80) 

* _ y 

a b 

0 ' 



x y __ 
a ^ b 

2 Z 

e c ' 


T1 est facile de s’assurer directcment que chacunc des droites repre- 
sontces par Ic syslcmc des formules (8/j) ou (85) est siluoo tout 
enliere sur ia surface du paraboloid e hypcrbolique, fin eiTet, si Ton 
multiplic, m ombre a membre, ou les formules ( 84 ), ou les for- 
inulos (85), on reproduira evidemment liquation (68). 

Corame le plan tangenL mene par un point donno a la surface du 
paraboloido hypcrbolique la touche on un point unique, il est clair 
quo cello surface n’est point doveloppablc, et sc trouve comprise dans 
Ic nombre dc cellos quo I’on nommo surfaces gauohes. 
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• Exempt? 17 . — Si I’on consolere le paraboloide liyporl»oli<j lkj re- 
prose n Id par la Ibrmulo 

(86) .rr cz, 

on Irouvci'ii pour [’equation tin plan tangent 

(87) v(£- .r) r) -<'(?--•=) 

Oil 

(88) .t'fl + ii‘-”C(?-l- ;), 

ot pour los equations do la uormalo 

(89) -r(c — .r) — y(n--y), ■»(£, — ■*•) -■ j) ■+ ■( -(£ — "<>• 

On eon cl ura do cos (lorn, i ores quo la normalo ostia droite (I’intorsoc- 
tion dos plans tangents monos par lo point (x,y, z) Si uu cylinder 
hyperboliquo ot ii 1111 ollipso'ulo do revolution ropresenlds par deux 
equations do la forme 

.f 2 — y- . const., .c’-hj’-H- 33* = const. 

Do plus, si I’on designo par vj, '( les coordonndos variables do 
I’uno des generatrices qui ronfcrmonlle point (a-\ v, s)> on aura 

(<jo) $n~cK, ■rrt + y^ — e( ?-!-•=), 

ot I’on tirora des equations (yo) combiners avoc la formula (8(1) 

+ xy — xn— 

on, ce qui rcvienl au imbue, 

/ 

(yi) (£ — j) = o. 

Par consequent, les deux generatrices soronl represen lees par la 
seconde dos equations (90) rcunio a 1’uno des formules 

( 9 a ) l~ x > 

( 93 ) -n-zy. 


OKuvies ,le C. - S. II, l. V. 


3 o 
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(it olios scronl conslammont perpendiculaircs, 1’une a 1’axc des .r, 
I'aulro a 1 ’axc dos r. 

Example VI /. - Considcrons la surface tlu second dog re repre- 
sentor par I’equalion 

(9^3 } A x- h- Ity*4- C-*4- aDja 4- aEsj- -h aF.rj - K, 

I, ‘equation differcnticllc do eelte surface sera 

( A )’ 4- F/ -+- E = ) dx -1- ( F.r h- tty + D z ) dy 4- ( Ea- 4- l) r -1- Us ) dz 0. 

Par suite, on trouvera pour l’equalion du plan tangent 


195 ) 


oil 


[ ( Aa> 4- Fy -h Ea ) i\ - x) 4- ( Vx 4- Dr -4- I) s ) ( n — j ) 

| 4- ( E*r 4~ It )* 4- (jS ) (£ a ) “ 0 


(96) f A.r 4- Fr 4- Ea); 4- (F.r 4- Hj'4- Da) n 4- (E.r 4- I)/ 4- Ca)?-- Iv, 

Landis quo les equations do la normalo scronl comprises dans la for- 
mule 


(97) 


_ 


C--3 


A.v H— y *+■ Jb ^ I 1 iV *+■ - t" i) 5 li» cZ? -+•* I ) y _ h C s 


Lorsque, dans les equations (93) 01(96), on regarde x, y, s comme 
seules variables, ces equations roprdscntcnl, la premiere uno nou- 
vellc surface du second degre, scmblablc a la surface donneo, et dent 
un diamelre coincide avoc le rayon vccteur jnene do 1’origine ati 
point (£, la secondo un nouveau plan. Co plan coupe les deux 

surfaces du second degre suivant uno seule courbe, qui cst le lieu dos 
points do contact de la surface donneo avee les plans tangents monos 
a cettc memo surface par le point (1;, yj, £). 

Quant aux angles X, p., v quo forme la normale tnende par le 
poinL (x,y, z) avee les demi-axes ties coordonnces positives, on les 
deduira de la formulo (6), qui donnora 

. , casX cosjm __ cosv 

® IQ' -i-Es ~ b'as-t- Bj-f-Da “ U.r 4-JJy 4 - Ca 
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Example 17 //. — Design ons par a, l>, c dos constaulos positives, el 
oonsidbrons mi ellipsoulo donl les axes, parallelcs aux axes eoor- 
donnes, soienf represenlbs par i a, 2 1 >, 2 c. On Irouvera pour I'equa- 
I ion do eel ellipsoulo 


(<)<>) 


.1” )•- S' 

a • h 2 6 ,J 


. yn 

a 1 h* c 3 


el pour I’equation du plan tangent 

(100) 

lamlis quo les equations do la normalo sc deduironUlc la (brinulo 

( 101) 


uH\ jv) . A»(v»-.r 1 _ c 3 (g-- s) 

" * ~~ y 3 ’ 


Do plus, pour savoir si lo plan tangent mono par le point (,r, v,g) 
traverse on non Tellipsoide, il sulllra d'oxaminer si Ton pent allri- 
Imer aux variables h vj, K plusieurs systeinos do valours reulles 
propres a verilior simultandment les deux equations 




i£ , «z , 1? _ , 


(,<v>) „i /,i A 3 ' o 3 

Or on lire do cos dernibres eoinbinees avoc la formulc (99) 

/X'- V 2 a 2 \/£ ! fi l ? 2 \ (he -or ?G\ S 

U 3 ■*' V 3 1 ( ;0(« 3 + + c 3 ’) " (> 3 4 '7> 2 ' h W - 0 

ou, co qui revientau memo, 

=- 

D’ailleurs, pour salisfaire al’bqualion prccedcntc, il laut supposer 
v C — g a o, si — x$ --o, x-n—yl -o 

el, par suite, 


1 

,f ~ / - 


+ yy + S J. 

a i b 2 c?" 


*! + £ 
Cl 


U ^ 1 

J ^ b* h C 1 


” I, 
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c’est-a-dire 

X x, n~y, S = 5 . 


Done 1c point (%,y, s) esl le soul qui soit cominun ii I’ollipsnido ol 
an plan tangent, ce qu’il otait facile de prevoir. 

Example IX, — Considerons la surface represon too par Icq nation 
finio 


(io3) 



Oil 


f 2 , y 1 

o 2 1 h * 


~ j 



Cette surface, qui donne pour sections des ellipses, qunml nn la 
coupe par des plans perpondiculaires a 1’axe des z, el, ties hyper* 
boles, quand on la coupe par des plans perpondiculaires ii I’axe dcs.r 
ou ii l’axe des y, cst cello do riiypcrboloide ii une nappe. Si par le 
point (x,y,s) on mono un plan tangent ot une normalo ii cel hvjier- 
boloide, on trouvera pour liquation du plan tangent 


{* 0-1 ) 



■i‘X yji 


\ -i- 




c s 


i 


tandis que les equations de la nonnale seront comprises dans los 
formulcs 

(,o3) ~ *1 - gl'LzZj ~i ) 

,r y - S 


De plus, pour savoir si le plan tangent traverse ou non cel hyper- 
boloidc, il suflira d’examiner si 1’on pout attrihuer aux variables 
q, £ plusieurs systemes des valours rocllcs propres ft verifier sitiml- 
tanement los deux equations 



Or on tire de ces derniercs combinees avec la formulo (ro;J) 
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<ui, co < | u i rovienl au memo, 


(107) 

el, par suite, 

(108) 
on 
<' 0 J)) 




£5 


Jfl-lc 




13 n rounissanl, l’mio npres I’aulro, la formulo (108) el la for- 
niulo (109) it la sccoiule tics lormules (10G), on oblienl 0 litre les 
coortlonnros ij, vj, '( deux syslenies d’oq nations qui represen lent 
deux droilcs tracers sur Phyperboloidc dr inanierc ii renf'erincr lr 
point ( ,v , v, s). Si oe point tlevicnl mobile, chacunc dps deux 
droilcs se mouvra ellc-memo, ol engendrorn I'liyperboloitle ii unr 
nappe. 

Commc toutes les generatrices renconlrenl le plan ties x, v, rirn 
n’enipeche dr fa ire eoineider lr point (<v,v, 3) avoc 1111 ties points dr 
l’ellipse 


(no) 


.T V- 

- , + i- = 1. 

a- lr 


suivant la cj nolle cr plan coupe l’hyperboloide, ot tie supposrr rn 
consequence, dans les equations drs deux syslenies do generatrices, 
3 = 0, Alors cos equations dovirndront rrsprclivement, pour le pre- 
mier systeme, 


Xi 1 

V* + T f 


(in) 

et pour 1c second systeme, 
(JI 3 ) 


— I, 


•rn -rl _ K t 

ab c 


5.5 + 21 ?-, 

a ! + l) s 


xn~ ,rt 
ab 


La prom lore equation, qui reste la mcme clans lc passage A un svs- 
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Uune a Taulre, montre evidcmmcnl quo toules los generatrices out 
pour projections sur le plan dos ,r, y dcs droitos langentos a IVlIipse 

dont nous venous do parlor. 

Si, pour simplifier los calculs, on pose 

( 1 1 0 ) .r - - /• cos p, .r — /• sin /), 


la formulo (i jo) donnera 
(n-'i) >'- 


ab 


(<7 S sill 5 /) -f- b % cos 5 /)) 2 


el Ton aura par suite 

, ab c.os/) «6siu/) 

(1 15) •*’ — — — 1 T’ r 

(fr 5 sin s / 2 ■+■ i) 2 cos 5 /)) 2 (a 5 sin 5 /) -t- />* cos 5 /)) 2 


Si l’on subslitue les valours precedonles do x et do y dans los equa- 
tions (m) et ( 112 ), et si l’on y romplaeo ensuite ?), '( par x,y, z, 
ces equations deviendront respectivemcnl 


("( 3 ) 


i} (t — 

-- 00 co sp + j y sin/; (eft sin-/; H- b* cos 2 /;) 2 , 

i ‘ 5 

/ y cos p — jo sin p :t ( eft sin 2 /; -1- ift cos 2 /; )- ^ 


c( 

(“ 7 ) 


-xvosp h- ^ysin/>: - ( a 2 sin*/* '*■ ^ cos 2 /;) 2 , 

i. - 

x sin/) — y cos p — (a- sin ! /> ■+■ !> s cos 5 /)) 5 - • 


H ost facile do s’assurer diroclement quo chacuno dcs droites repre- 
tton tecs par le systeme dcs equations (i iG) ou (1x7) osl situoc tout en- 
liero sur la surface do Thypcrboloide a line nappe. En effot, si I’on 
ajouto, membre ii membre, ou les deux equations (1 iG), 011 les deux 
equations (117), apres avoir clove chacunc d’ellcs au carre, on re- 
Irouvera la for mule (io 3 ). Obsorvons, on outre, quo la quantile /), 
qui demeure constantc pour une memo gcneralrico, represen Le Lou - 
jours Tangle forme par I’axe dcs x avee 1 c rayon vecteur mono de. 



fi A LCUL 3)1 KFfi It 1! N T 1 EL. 239 

Porcine an point oil la genoralrico quo Pon oonsidcro coupe !c plan 
dos v. 

Soil inaiiHonant 

1 

(i iH) q « sju/)_j- (tt? sin -p -4- b- cos’p)' 

6cos/> 

On lirora dos formulcs (i iG) 



el dos formulcs (i 17) 



Si Pon supposait, an oonlrairo, 

, _ _ a cos p -t- (a- sin 2 /; -H b- cos 2 ») 2 

} 6s j n p ’ 


ou lirora it ties formulas (1 rG) 

(„») i + 

cl dos formulcs (r 1 7) 





Par consequent, si Pon otnploie la loll.ro s pour designer uno con- 
stanle arbilraire, los droitos qui servant do generatrices a Phyprr- 
boloido ]iourronl etre roprosonloes par los equations (119). (120), 
(122) 011 (iu.3). Ajoutons quo los formulas (119) ol (122) seront re- 
latives 11 Pun dos deux sysLemos do generatrices, Landis quo los for- 
mulos (120) ot (t23) se rapportoronl a 1 ’a ulro syslomo. 

Coinmc lo plan tangent mono par un point domic a la surface do 
Phyporboloidoa uno nappe touche cctte surface on un soul dos points 
oil il la roncontro, il on resulte quo cette surface n’est pas develop- 
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pablc.clsc Irouve comprise dans In nmnlirn de cedes quo I’on nommn 
surfaces gaudies. 

Exemple. X. — Conslderons In surface represenloe par I’nq nation 
iinie 


Celle surface, qui donnn pour sections (Ins ellipses <|iiand on la coupe 
par dns plans perpendienlairos a 1'axe dns z, el dns hyperboles ijuiiml 
on la coupe par des plans perpendioiilaires ii 1’axn tins .v on ii 1’axn 
des v, se divise en denx nappes, dans chaouiie dns(|uel|es In poinl 
le plus rapproche du plan tlos ,r, y nsl silmi snr Pave dns s, el 
a la distance c do Torigine. C’esl pour cello raison i| m* In snhdn 
(ju’elle lerminn a pris lu nom A' hypcrboloide it deu.v /ntppcs. Si par In 
point (a 1 *, v, r) on nienc nn plan (aiignnl id, nun normaln a e.nl hyper- 
boloide, on Irouvera poor (‘equation du plan lungonl 


land is quo les equations dn la nornmlc rnslnronl comprises dans la 
Commie (itu) do I’exempln precede til. l)e plus, nn raisotinanl eomnie 
dans cel example, on aura evidninmnnl, it la plane do lit Cormuln ( i on), 

el Von en con dura 

S 0 y‘ 

~ — ) t, ' z, 

X \ ’ 

puis, en avant egard aux liquations el ( 120 ), 

l-x, n~y, Z.--z. 

Kn consequence, In point (tv, y, s) sera le soul poinl contnnin it I’lty- 
pcrboloidc el au plan langenl. 

Exemple XT. — Considerons la surface ludicoide representor par 
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an 


P oqualion ( 4 1 ) i!c la Iroiziemo Lecon, savoir 
(i»7) z — a U arc Inng 


on 


/^.rtang- Tr 


On aura, pour Pequation different idle ilc col In surface. 


<ioS) dz~a\\ 


a ‘ dy — y tiv 


Oil 




+ a\\ 

Par suilo, Pequation du plan tangent sera 


dz ~ : x dy — y ih . 


(*29) 




lantlis quo les equations do la nonnalc sc Irouvcronl comprises dans 
la fonnulc 


[ 1 3 o ) 


■C--0-/ 2 


°JL~- X — . 

— -X~' y ' 


A I’aidc do cos divorsos Equations, on elablira sans peine di verses 
proprictes do la surface el 1’on prouvora, par example, que lc plan 
tangent coupe la surface suivanl line infinite do ligncs dont Pune 
coincide avee la gonerntrice, c’osl-a-diro avec la perpendiculairc 
abaissee <1 u point do conlact sur I’axe des z. 

On pout remarquer que t’axc lies 5 est en tie rein cut conipris dans la 
surface rt*pre»enl6c par la formule (127). Si 1 ’on vent oblouir P equa- 
tion du plan tangent en un point queleonquo de ce 1 rid me axe, il 
faudra reduire, dans la fonnulc (1 »<)), les coordoamoes x ct y a zero , 
oil, co qui royient au memo, il faudra poser x — o dans Pequation 

• fl __ 5 tang == — { 5 - * ) sic* 


V«it/ 


produito par l’elimination dc_y entre les fornuiles (127) oL (ray). Or, 
en operant ainsi, on trouvern, pour Pequation du plan tangent en un 
point do l’axo dcs z, 

Done co plan, qui sera lou jours vertical et renfermera toujours l’axc 

OEuvrcs de C. — S. II, l. V, 3 3 
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dont i) s’agil, ohangcra do direction avec IWlonnoe a du point do 

contact ot roprondra la mdme direction quand lo rapport-^ so, Irou- 

vora augincnld ou ditninud d'un nombro qucleonquo do eireonlo- 

rencos. 

Ouelfj uoibis dcs lignes ou dos points compris dans uno surface 
courbo offrent dcs particularitds digues do romarquo ot analogues a 
colics quo prdsentenl los points singuliors dos emu-bos. Purmi los 
points singuliors dcs surfaces, ou doit dislingu'er ouux par los(|ii('ls 
on pent faire passer uno infinite do plans tangents. Kn cheque point 
do eolte ospbeo, los valours do cosA, cosp., cosv, doduilos dos lor- 
imilos (8) ou (9), dovionnonl indolenninoos, oo qtii no pout avoir 
lieu quo dans deux cas, savoir : i° quand I’uno au nioins dos quantiles 

On On Ou 

O.i- ' Oy' i )z 

proud uno valour iiiddlerinindo; 'i° quand cos (rois quantiles di*- 
viennont a la fois nullos ou infiiiios. Dans I tin ot I autre oas, la sub- 
stitution dos valours do so, y, s transformo l'dquatiim (2), qui ro.prc- 
sonte ic plan tangent, on uno equation idontiqiio, ou du nioins on 
11110 equation qui renferino uno consLanto arbitrairo. 

Considcrons, par example, lo sominotdc la surfaoo ooivique. roj) ro- 
se nice par la fonnulc (00). Comine co smnniol coincide avoo l’origiue, 
los valours correspondantcs do so, y, s soront nullos, ot on substituant 
ecs valours dans l’equalion ( 53 ), on fora dvanouir los deux nicmhrcs. 
Toutefois, si, a la place dcs eoordonnees rcetangulairos x,y, on intro- 
duit los coordonudes polairos r ot /;, lidos aux premieres par los equa- 
tions ( r 1 3 ), 1 ’dquation ( 5 o) donnora 



et la fonnulc ( 53 ) deviendra gdncralcmont 
(i 3 a) i- cos/? -1- n sin/> = R£. 

Ainsi l’equalion du plan tangent lie renfermera qu’uno. soulo dos 


1 



4 \l U 1 hill MIKNTIIil 


-1Y>\ 

rimi * 1 ihi m v ■ |M»Lnn ,i\nu I'jinpli* ft. Or rrt aiitflr, i|in rsl tlnliT 
oiinr pnni j l‘ ■ p»nni Ar Li mu larr riniii|iir a ill its (|iir Ir mmiiiui'I, 
• I- ,*■ • I * IVh. |M*ni lr uiiiiml 1 1* i 111 i* m r v\ m‘ thnMj(i‘ illnis (Ml tinr 

ihiiLimI' .i! I * 1 1 1 ,i 1 1 1* \n\ ilmi -r \alrurs ipir nslaiilr prill 

I r* r\ nil * nil r |jmIh1ihI it in mliliilr ilr plans irpiVsrnlrs par I7‘<|iia- 
| i 1 4 1 1 i l 1 ’ 1 cl I.MM'i'fi! > a la M|tt»HT t i.impiiM 
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QUINZIEME LECON. 

cemris i:t in ui fmirs »i;s surfaces coimni's i:t dis comim:s tracks dans i.’kspaci’. 
ms des sun parks couuiibs. 


On nomine centre cl’iino courbe ou d’une surface courbe tin point 
lei que Ios rayons vectcnrs monos de ce point a la cotirbe ou ii la sur- 
face soient deux a deux egaux et dirigbs en sens onnlraires. Lors- 
qu’une courbe ou une surface cottrbc a un centre , eL (pi’oii v a trans- 
porte 1 ’origine des eoordonnees, on n’altere point lYiq nation ou Irs 
«*«j nations de cello surface ou de cetle courbe on Ire des eoordonnees 
reclilignes x, y, z, on remplaeanl a; par x,y par -- y el s par - 3. 
•Lorsque le centre coincide avoc lo point qui a pour eoordonnees a , 
b, r, on n’altcre point [’equation de la surface ou le sysleme des deux 
equations de la courbe on remplacanl x par a« -- x, y par -J.h y, 
et 5 par ic — s. 

Examples. — La surface du second degre rep rii.se nice, par I'equalion 

( * ) A .Z*" -h ]1 J'" -h (i 5“ + 2 I ) y Z -f- 'A Ii ^ X - 1 - I' 1 X y : . K , 

el la courbe suivanl laqucllc cettc surface esl coupon par le plan 
( 3 ) x cosX + y cosp -i- 3 cosv ~ o, 

ont pour centre cominun l’origino des eoordonnees.' 

Si l’on designe par x, y, s des eoordonnees reelanguiairos, la 
sphere 

(3) 


( x - ay +( y - b)*-+(s — c)*= Jt 2 , 
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oC lo corodc represent!) par lo sysleme dcs equations 

,,, l (.r-«)>H-(v~/O a -l-(3-c) s =ll’, 

M ) i 

| (.r — «)cos)i+ (y — b) cosfjt (z — c) cosv — o, 

auvonl pour centre cnmmtin lo point («, b, <:). 

Uuc courbc on surface courbc pout avoir lino infinite clc centres. 
Ainsi, par example, si, apros avoir trace, dans 1111 plan porpendicu- 
laire ii uno droito donneo, 11110 courho qui ait un centre place sill 1 la 
droitc, 011 conslruit uno surface oylindriquo. dont cotto courbc soil la 
base ot dont la gcnornlrice soil parallolo a la droito, dont il s’agit, 
cliaquo point do cotto. droito sera cvidommenl un centre do la surface 
eylindriquo. 

Toute droito meneo par lo. centre d’unc courbc ou surface courbc 
est uu (luum'ire. do colic combo ou do cello surface. 

On appolle axe d’uno surface courbc uno droito Iraccc do man i ere 
a partager on deux parties symetriques cliacnnc dos courbes planes 
(pi’011 obtient on coupant la surface par dos plans qui ren foment 
cotto memo droito. IJ11 tel axe cst nocossaircmonl normal ii ia surface 
courbc dans cliaquo poinl oil il la rencontre, ii moins quo lo plan tan- 
gent 1110116 par lc point do rencontre no devienne indclcnninc. Do 
plus, cliaquo point do 1’axc ost 6vidcmine.nl un conlre do la section 
I'aile dans la surface par le plan qui est perpcndiculairc it I’axe et qui 
renferme ee memo point. Done, si cot axe coincide avee 1 ’axe dcs .-b, 
('l si les coordonnees x, y, z sent reolangulairos, on n’allerera pas 
[’equation do la surface on y reinplaeanl a la fois y par — yo I s par 
» 

Soil mainlcnant 

(5) n — o 

* 

liquation d’unc surface courbe fermeo de toutes parts, u —f(x,y,z) 
dcsignanl unc fonclion dcs coordonnees rectangulaires x, y, z, et 
imaginons qu’un certain point 0 soil le centre unique dc cette sur- 
face courbc ct de toutes les sections planes faites dans la surface par 
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des plans <fui renferment le point 0. Si la surface ti — o adniel tin on 
plusicurs axes, le point 0 dovra etre si f uc sup chacmi dVux, puisque 
les plans monos par ee point ot perpondioulaires aux axes non permit 
la surface suivant dos courbes don L il sera [’unique centre. Si, pour 
pins de coimnodile, on place lo point 0 a rorigine ties cnorijnniices, 
Jc rayon vocteur mono de rorigine an point (.r, ,r, s) de la surl'ae.o 
enui'bc etla uormalc eleven par eo point Cornicront, avee. le denii-axo 
des coordonnecs positives, des angles dont los cosinus seronl propor- 
tion ncls, d’niie part, aux coordonnecs 

J t 

dc I’autro aux fonclions derivees 

* On On On 

Ox ’ Oj ’ Os 

(Ida pose, concevons quo Ic rayon voctour coincide avoc tin axe de 
la surface courbc. Commo cot axo, on vertu do co qui a ole (lit plus 
haul, sc confondra lui-incme goueraloniont avoc la normale olovoe par 
le point (x,y, s), los quantiles 

On On On 
Ox ’ Of ’ Oz 

deviemlronl evidommont proportionncllcs aux coordonnecs :v, y, z, 
ct 1’on aura en consequence 

Ou On On 

(6) — J?/ _ 

x "" r" ~ T" 

II cal bon d’obscrver quo l’on n’aurait ricn a changer a la formule ((>) 
si la surface proposoe ctait represents, non par l’equalion (/>), niais 
par la suivante 

i 

( 7 ) U JZ. c , 

c designant unc cjuantite constant. 

La foimule (G), reunic a 1 equation (7 ), suflU pour determiner les 
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eoordonnees .r, v, 3 des points oil les nonnales mo no os par 1’origine a 
la surface a — c rcneontrenl cello memo surface. A cliaeune dcs nor- 
malos (lout il s’agit repo nil un syslomc partreulicr do valours dcs va- 
riables x , y, g, cl ces valours, subsli luces dans la forniule 

cos). COS fJL COS V I 

-jr ’ " y- ■ ‘ ^ y * 

font connaitrc les angles X, u, v quo la normale, prolongeo dans un 
sens on dans un aulro, forme avec les demi-axes des eoordonnees 
positives. Voul-on maintonant savoir si la normale, quo Ton ronsidere 
list un axe do la surface u — r? Il sufTira do couper la surface par des 
plans •pcrpcndiculaircs iicetle normale el d* examiner si cliaeune des 
courhos d’inlersection a un centre silue sue In normale ellc-meme. 
Or, si I’on prond sur la normale, prolongee dans un sens ou dans 
I’autre, un point silue ii la distance k do Porigine, b>s eoordonnees de 
ce point seront 

jteosX, /.cos fj, k cosv, 

el le plan mono perpondiculaircmcnl a la normale par le memo point 
sera represenlo par I’cqualion 

( 9 ) x cos?, + y cos /j -i- s cosv = /> . 

Done, on vorlu des remarques failes ci-dcssus, on aura seulemenl ii 
examiner si lc syslemo ties equations (7) et (9) se trouve allure par 
la substitution des differences 

2 k (JOS 'A — X, 9. /. COS (J- — y , 2 k COS V — 3 

ii la place dcs eoordonnees x, y, s, el coniine, aprbs cello snlisCif 11- 
Lion » 1 'equation (9) reprendra sa forme primitive, on devra simple- 
menl chcrchor, on ccrivant /(.■», y, z) an lieu de «, si 1'eqnalion 

(10) /(a/e eosX — x, a/.- cosg — y, 2/ cosv — s) = o 

pent resultin', quelle quo soil la valour do k, de la combimiison dcs 
equations (7) cl (9). 
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Dans le cas ou la fonction « est unc fonction liomogone du dogro m, 
on a 
(iO 


du 


da- 


da du 
jv + j-r — mu, 
-' dy 


da 


ol la formula (G) cntrainc la suivantc 


(i°) 


du du du 

~dx _ dr_ __ da_ _ _ mu 


Alors, cn dosignant par r lo rayon vccleur mono do l’origmn an 
point (oc,y, s), cl posanl on consequence 

(i3) a*-i-,) 2 -l-5 2 ~ r-, 


on lircra dos formulas (7) cl (12) 

du du du 

dx _ dy di mi- 
ll esl ossonliol d’observer qu’en vertu dos principos dlnblis dans la 
onzioino Loo on do Calcul differcntiel, la Commie ( 0 ) est cello qiii de- 
termine, pour la surface 11 — o ou u — c, los valours maxima ol mi- 
nima dc la fonction dcs coordonnccs ropresonleo par r+y 5 -l-; s 
et, par consequent, les valours maxima ou minima du rayon voefour r. 
Ai n si, lorsqu’uno surface courbo a un ou plusieurs axes qui passent 
par 1 ’origmc, il fa ul quo le rayon vccteur so dirigo. suivaut Pun do 
cos axes pour dovenir un maximum ou un minimum, ("esl, an rosle, 
ce qu’il elait facile dc prevoir. 

On apjiliquera sans peine los principos quo nous venous d’oxposor 
a la solution dos problcmes suivants : 

PnofiLftuR I. — Trouver, s’il y a lieu, le centre el les axes de la surface 
du second degre represenlee par l' equation 

(ij) A-z ,: + B/ 2 + Cs 2 -l- »l)ys + nUs.c -+• 5 . Fa;/ + (}.» 4- II y -h I s - - 1C. 

■ >7 u — Si la surface (i 5 ) a un centre, ct si I’on dbsigue pav rt‘ 0 , 
•donnecs dc cc point, il suffira, pour v transporter Pori- 
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dc re m placer clans l’oquati on (eS) x par x + a? 0 , y par y -+-y 0 , 
el s par s 4- s 0 . Ho, plus, l’equation transformee, savolr 

A at* -t- By- - 1 - c z* -l- a Dye + aE sat + a F.cy 
-I- a ( A -|- 1* j'o -1- E -f- (! ) * 

(•0) < +a(P,e,+ U iri +Ds,+ lI)y 

I -I- a ( E .r„ -i- l> )' a -i- C 3 0 h- I) s 

I = K ~ (A a- 2 -i- HjJ-h Csjj -i- 2 l>y 0 s 0 4- 2 Ex: 0 a o -)- al’.roj'o -i- G^+ IIy„ + I ; 0 ), 

no (levant point etre allerco quand on substiLuera simultancmcnl ~x 
ii x, — y ii y, el - j ii il fauclra quo clans ccttc transformee les 
coefficients dc x,y, s sc roduisent a zero. On aura clone 

| A Ap -1- I* j'y j 4- E Zff — — Gr , 

( 17 ) j F« 0 -i-Bjvh D=o=- II, 

( F a *,, 4 - Dy„ 4 - C s a — — 1 1, 

cl, par suite, 

(EG - T) 3 )(r -H (DE - OF) II 4- (El) — BE)E 
A11G - J)*A — E"*H - F 1 G 4- a DEE 

(1)15 — Ct’)G -h (GA - I 5 2 ) II 4- (EF — AD) l 
~ "ABC — IDA - i5*/i - F» C +Vl)® 1 

(FI) - RE)G 4- (EF - AI))I1 -h (All - F 2 )I 
' ~ A B'G — D 5 A — 15 s B - F ! C 4- aJVKF 

Or les equations (18) fournirontun systi’ine unique do valours linios 
do x tiy y 0 , Ionics les fois quo la quanlil6 

( 19 ) ABC - IDA - FAB - F*C 4- aDEF 

aura unc valour difloronlo do zero. Done alors la surface (i 5 ) aura 
un centre unique, place It unc distance finic dc I’originc dcs coor- 
donnees. Si Ton suppose, au conlrairo, 

( 20 ) ABC -IDA- E’B - F*C 4- aDEF = 0 , 

alors la distance du centre a roriginedeviendra infinio, on, on d’aulres 
termes, il n’y aura plus dc centre, it moms’ quo Je second mombre do 
cliacuno dcs equations (18) no se presente sous la forme Dans ce 
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dernier cas, on trouverait lino infinite do systemes do vaionrn <le .i:„, 
r 0 > •=„ propros i\ verifier Jcs formulas (17), i'l, par c.onsequonU la sin 1 ' 
(ace (t5) aurait unc infinite do centres. 

Lorsquo ia surface (i5) a 11 n centre on line infinite tie centres, ot 
quel’uii (Pouxostprispourorigine, Tequation (i5) so. trouvo rninotiee 
a la forme 

( 1 ) A®* 4 - By 2 4 - C,z 2 4 - a I) 4 - 2 E zx 4 - a Fay It. 

Si I’on suppose d’ailleurs quo les coordonnees ,v,y, s soienl, reclun- 
gulaires, ces coordonnees veriiicronl l’equatiou (ifj), riuluiln a In 
formulc 


{ al \ Aa; + Fy 4- Kg _ F® 4-B/4- Bs _ 15 ® -I- I),)' -1- C« U 

' ® ~ y ~ ~ ' z ’ r 2> 

toutes les fois que le rayon vecleur r, mono de I'originu mi 
point (a?, y, z), deviondra normal a la surface proposed. On mini 
done alors 

I ( A — 7^) ,r+ v 7 h~ K- = o, 

F« + (B-^)y + Da=:o 1 
( E» + Dy+|c-^js = (i, 


En eliminant do cos dcrniercs equations as, y ot s, on ohliundrii In 
suivante 


f»3) 


- o-(a - £) _ E .(n _ K) _ p ( c _ K ) = 


It 

,.J — 


Enfm, si Pon fait, pour abreger, 

(24) 

1 ’equation (23) cleviendra 

05) H a - s >( b “ s >(C-s)-» s (A~j) 

- E*(B -s)- F»( C -s)- h aDBP =s o, 
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cl 1*011 tirera dcs formulcs (22) rcunics a la formulc (8) 

| A cos A -1- F cosf* -h E cosy — .1 cosA, 

(16) < F cos A 4- B cos p J) cosv = s cos ij, 

[ E cos A + 1 ) cos jj -(- C cosv —x cos v. 

Los equations (2,5) cl (26) sulfironl pour determiner la longueur 

-v'? 

do chaquc rayon vcctour normal a la surface, et les angles A, p., v 
formes par un rayon normal avoc les demi-axes dcs coordonnees po- 
sitives. 

II ost important do fixer Ic nombre dos syslcmes do valours recllcs 
quo les equations ( 25 ) et (2G) pouvent fournir pour los inconnnos 
cosX, cosp., cosv ct s. Pour y parvenir, j’obsorvcrai d’abord quo I’e- 
quation (25) rcsullo do l'climination do cosA, eosp., cosv outre les 
formulcs (2G), ot quo, pour unc valour re olio do s propre ii verifier 
l’equation ( 25 ), on lire dos formulcs (2(1) une valour unique do 
cliacun dos rapports 

cos n cosv 

cosA cosA 

En offot, los deux premieres dos formulcs (aG) ontrainent lasuivanlc : 

I cos A _ cos p. cosv 

Fl 7 ^E(B^) ~ EF ~ I) ( A — .5 ) ” ( A — s ) (B — s) — F J 

, 

i/fFiT^llil— ' 7)7 ?Tef — — .?)(B — *) - Wy ' 

Done unc sculc droito, qui petit clro prolongee dans deux directions 
opposecs, correspond ii chaquc valour reellc dc l’inconnue s. 

II ost encore facile do s'assurcr quo l’equalion (a 5 ) no sera point 
alterce, si 1’on y romplacc les conslanlcs 

A, B, C, I), E, F 

par d’autros quantiles 

JU, ijl), a* 
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proprcs a representor les coefficients clos carres el dos doubles pro- 
duits dos coordonnecs dans la formule quo 1’on doduil do l’equa- 
tion (i), cn substituant au systeme do corlrdonnoos reclangulaires x, 
y, s un autre systeme do coordonnecs rcclnngulaircs yj, Pour In 
prouver, concovons quo los nouveaux axes des coordonnecs yp '(,> 
efantprolonges dans le sens des coordonnecs positives, formonl avee 
Je demi-axc des x positives les angles a 0 , a,, a 2 , avec le demi-axe 
des/ positives les angles ( 3 0 , j 3 |( ( 3 2 , et avee le demi-axc des s positives 
les angles y„, y 1t y 3 . On aura (now- les Prelimmaircs, page 27) 


(28) 


(29) 


x = ^cose^-h -a cosa,-f- C cos<z 2) 
y= ^cos(3 0 -t- acospi-i- ?cos(3 2 , 
■0 = ij cosy« -h y] cos y, -1- $ cosy 2 , 

I I — x cosa 0 4-/ cos(5 0 -h z cosy,,, 
•/) = x cosc',-h/ cos|3| 4 - 3 cosyi, 
% — j?cos«' 1 -h/cos(3 2 + 5cosy s , 


fit, en substituant dans le premier mombro do liquation (1) les va- 
lours do x, y, z cxprimecs en fonotion do £, yj, on obtiendra une 
autre equation de la forme 


(3o) JU|*H-ifi>/i*+©C*-|-2©/}C-i-3Ci;|-i-a^fl = K, 

On doit remarquor, a ce sujet, qu’en vertu des relations etablies entre 
les deux especes do coordonnces, on aura identiqucmcnl, cl quelles 
quo soient les valours dc chacunc des variables vj, 

| Aa; a + B/ s C-s 2 -I- 2 D /3 - 1 - aEsa; zVxy 

On pourra done differentier 1 ’equation ( 3 i) par rapport a chacunc 
dos variables yj, £ considered comme indopendante. Ainsi, ]>ar 
exemple, en effectuant une differentiation relative a ij, et observant 
que l’on a, en vertu des formulas (28), 

dx dy 

■^_cos« 0 , -Q- = cos(3„ _ — C0S y #> 
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on trouvcra 

(Aa? 4 - Fy 4- IJs) eos« 0 4 (Fa: 4 Ry 4 Ds) cos(3 0 4- (Ea; 4 i )y 4 Cs) cosy,, 

— -1- ,7y) H- 

on, co qui rovionl au memo, 

| (Aa: 4 - Fy + Ec) coso^ (Fa: 4- By 4 Bs) cos(3 0 4- (E.r 4- I)y 4- Cs) cosy 0 
(3a) c = A ! .(.a;cosa 0 4-ycos(3 0 4-x:cosy„)4-^(xc()s5',+ycos(3,4-.scos7i) 

I 4-C(a:cos«j-t-ycosj3 2 4 5Cosy 2 ). 

On trcmvora.il, au contraire, on diHerentianl successivement par 
rapport ii chacuno des variables yj et 

(Aa: -i- Fy 4 E 3 ) cos?, 4- (Fa: 4 - By + Ds) cos|3,4 (E.r 4 By 4 C;) cosy, 
(33) ) — (a: cos» 0 4-y cosp 0 4 s cosy 0 ) 4- OB (xa? cosa, 4 y cos (3, 4 s cosy,) 

4 (JG> (a? cos«> 4 y cos( 3 2 4 5 cos>y 2 ) 

ct 

I (Aa: 4 F/4Ej) cos«j4 (Fa; 4 By 4 Da) cos(3„4 (Ea: 4 l)y 4 Cs) cosyi 
(3/| ) | = £ ( a? cos c^o 4 y cos(3 0 4 scosy 0 ) 4 c0(a: cos«,4y cos (3, + j cosy,) 

( 4 S(jj coso , 2 4 y cos( 3 2 4 scosy s ). 

Los formulas (32), (33) ct (3/|) sont nocessairomcnt identiques; 
c’ost-iwllro qu’dlos doivont ctrc vcrifiocs pour toutos les valours 
possibles dc x,y, s. On en doduirait facilcmcnt les valours do a„ iit, 
e, (O, C, i exprimeos on function do A, B, G, T), E, F, ct les valours do 
cos dornibres quantiles cn fonction des premieres. Si dans les memos 
formulas on pose 

a? = cosX, y = cosp, z — cosy, 

ct si l*o n fait, pour abregor, 

cos « 0 cosX 4cos(3(, cosp 4 cosy„ cosv — cos^,, 

(55) ■ cos«, cosX 4 cos(3 t cosp .4 cosyi cosv = cosDA, 

, cos a,, cosX 4 eos(3 2 cosp 4 cosy a cosv = cos3£, 

cc qui rovionl a designer par ait>, at, les angles que forme 1c rayon 
vecteur r avoc Ics nouveaux axes des eoordonneos, on trouvera, en 
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ayanlcgard aux equations (26), 

f aicos-C+.f cos on -+- C cosOC, = .? cos 0 , 

(36) I $ cos-t-l- 1I!> cos 3R/ + (£> cosX — s cosOlL, 

( 6 cos £ + (0 cosOIL - 1 - S cosDt> =: s cosOt>. 

Lc syslemc do cos trois dcrnibros ost equivalent a eolui des equa- 
tions (26). Par consequent, si Pon climinc entre los f’ormulos (36) les 
cosinus dcs angles an, a&, on devra rolrouvor Poqualion (25). Or 
(’elimination clout il s’agil produit la formula 


( 3 7) 


( (A — s) (il!> —.«)(© — i) — c0 2 (X — , 1 ) 

j _ £ l («h — .?) — t?»(G — *) 4- aOJC.f — o. 


Done colle-ci sera equivalent a Pcquation (25), at fournira las 
memos valours do s, soit recllcs, soil imaginaircs. Il ost d’uilleurs 
evident quo, pour obtonir la formulo (37), il stillira do romplacer 
dans Pcquation (25) los quantiles A, II, C, D, IS, K par les quan- 
tiles A, 'll!), 0, (Q, c, ti. 

Il ost bon do rcinarquor qu’oii arriverait directamcnt aux fur- 
mules (3G) cl (37), si l’on chcrcluiil les rayons veetours normauxa 
la surface du second degre on parlant do Pcquation (3o). 

Lorsqu’011 dcveloppo l’equation (a5), cllc deviant 


(38) 


j j» — (A + B + C)j»+(AB -H ACh- I iC — 1) a — I5 J - F*)j 
i — ABC — DU — E 2 B - F* C -l- a DBF. 


Pour quo cclle-ci no soit pas allerdo par la substitution des quali- 
ties a, v!>, 0, ®, c, S aux quantity A, IJ, C, D, 15, F, il faul quo Ton ait 


(39) 


A -t- lli) H- 0 ™ A -I- ] 1 -I- 0 


AD!. •+■ AS + ofi»e — CD*- £ 5 - .fa— ,VJ5 + AO + DC — D 8 — 15* — F*, 

( AilbS - A©‘-if!>C l - 0 ,f 2 afflC# = ABC — AD* — BE*— CF*+ a D15F. 


On pourrait verifier dircctcmcnt chacune do cos dornieres equa- 
tions, en y substituant les valours generates do A, ofi, e, (0, 6, rf ox- 
primees en fonction do A, 1), G, D, E, F, et tenant comple des rcto- 
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f,ions qui existent entre les cosinus des angles a 0 , [i a , y„; a,, p,, y, ; 
a i> IV On poumit aussi clablir les equations (3p) on prouvanl 
qua l’on a, quel quo soil s, 

(/io) j (A — *)(B -s)(C -s)- I) a (A — .«) — E J (R — s) — F 2 (C — .?) H- 2 DEI' 
i = (^ — .9) (ill. — s ) ( S — ,? ) - ( JU — .1) — V (ill, — .«) - P ( © — s ) -l- 2 (DCJ i. 

Or, pour y parvonir, il sufilt <1 ’observer quo, si Ton designe par a n , 
l>o, c 0 ; «,, h ,, c, ; a,, b, it c 2 les coefficients cles variables x, y, z dans 
les equations (32), (33) et (34), on trouvera pour les valours cle cos 
coefficients tiroes des premiers inembres 

I a 0 = A cos a„ 4 - F cos (3 0 4 - E c os y, , 

«,= A cos«i + F cos(3, 4 - E cosy,, 

« 2 = A cc)s« a 4 - F cos|3 2 h- E cosy 2 , 

b 0 ~ F cos^o-h R cos (3 0 -t- T) cosy 0 , 

( 4 1 ) | l>i = F cosa, ■+ R cos(3, 4 - I) cosy,, 

A,— F cos« a + B cos(3 2 h- I) cosy*, 

c„ = E cos« 0 + f)cos(3„4- G cosy 0 , 
e, = E eosa,4- D cosfl, 4 - G cosy,, 

, c* = E cos -t- Pcos(3 2 -|- C cosy*, 

et pour les valours des memos coefficients tirees des seconds membres 

j a 0 = -A, cos« n - 1 - ,f cosff,4-t cos« 2 , 

«, = !f rose^u-t- il!> cosa, 4 - CO cos« 2 , 
a 2 —C cosa,-*- (0 cosa, -b © cosa 2 , 

b 0 — JU cos(3 0 4--'i ? cos|3,-b£ cos|3 2 , 

(4a) ( b, — !f cospo -b i® 1 cos (3, 4 - CO cos(3 2 , 

i 2 — C cosj3,4- (0 cos(3, 4 - © cos(3j, 

c 0 — <A> cosy,, -b $ cosy, 4 - £ cosy 2 , 
c t =!f cosy 0 -s-il!) cosy, 4 - 10 cosy*, 

1 Ca — C cosy 0 -f- (O cosy, 4 - © cosy a . 

Ajoutons quo, si l’on fail, pour abrdgor, 

A = cosa 0 cos(3, cosy 2 — cosa 0 cos (3 2 cosy, -b cosa, cosf3 2 cosy 0 
— cosa, l cosj3<, cosy 2 -b cosa* cos{3 0 cosy, — cos« s cosf3, cosy 0 , 
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on conclura des formulos (4 1 ) ct (4a) 

ClfibiCi — «o^2 C l H" rt l ^2 C 0 — C, \ c l ■+■ a 2 — n<i C|) 

= ( ABC -D-A — E 2 1I — F 2 C - 1 - a T)EF ) A 
— ( A>i)!>S — (D-A — C 2 Ti!> — T- 0 4- 2 ) A ; 

puis, on rompla?ant« 0 > &i> c i para„ — £cosa 0 , b\ — ^cos(3, , c.> — .vc!osy 2l 

(« 0 — scos« 0 ) (&,— icosp,) (c a — s cosy s ) -1- « 1 & 2 c„-I-«!!^o c i 

— * a C,(« 0 — 5COS« 0 ) — — .« cos j3, — « t Z» 0 ( o a — .s cosy* ) 

= [(A -s) (B -s) (C -0 — I)'- (A — s) — E 2 (B — .«) - F 2 (C - t ) H- « DEF | A 

= [(A, - «) (lib — , 5 ) (0 — s) — <JG > a ( A - ,v) — £■* ( ill. — x) — ,f 2 (0 - .f ) -1- a (tV'.f 1 A 

Kn divisant par A la dernibrc formula, on rclrouvcra evidonnnenl 
l’equation ( 40 ). 

Rcvenons maintcnant a l’cqualion (»5). Colics equation, Alan l dn 
troisienio dcgre, aura au moins unc racinc reello, a laquolle oorrns- 
pondront deux systemos de valeurs rdollcs do cosX, cusp., cosv, de- 
termines par la formulc (27) et propres a reprdsonlor les cosinus dos 
angles qu’unc memo droite, prolongdc en doux sons opposes, fail, 
avee les demi-axes des coordonnoes positives. Cola pose, si I’ on 
prend 

a 'o= Po — p> 7 o = v, 

ou, en d’autros termes, si l’on choisit pour demi-axo dos abscisses 
positives, dans le nouveau syst&me do coordonnoes, la droito qui 
forme les angles X, p., v avee les domi-axes dos cc, y ct z posi ti ves, on 
trouvera 

(44) cos4^,— 1 , cos31C = o, coSj)o = o; 

et les formules (36) donnoront 

(4®) 'A — s, £ — 0 , $— 0 . 

Done alors la quantite sera precisemont la racinc reello clont nous 
venons de parlor. De plus, en vertu des formulos (45), los oqua- 
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lions ( 3o) cl ( 37 ) doviendronl rcspectivemcnt 

( ) J. i , 1 + Dl> yi s + S + 2 (S oK = K, 

cl 

{l\l ) (&, — .1) [Ul, - s) (8 - s) - ® 2 ] = 0. 

(/equation (4G) n’clant pas allcreo quand on y remplace en memo 
l (imps q par — yj ct par — (, il on result? quc lo nouvcl axe des 
abscisses csl un axe do la surface rcprescntcc par colic equation. 
Quant a l’equation ( 47 ), si on la divisc par lc factcur a. — s, qui 
correspond a la racine s — x, clle deviendra 

(48) (US, + Q)s + 1 IVD - (fi 2 =ro, 

ct fournira deux nouvolles racines rbelles comprises dans la formulo 


(49) 






Done l’equalion (25), qui nc cl i (Tore pas de liquation ( 47 ), a scs 
Irois racines reellcs. A ccs Irois racines correspondent trois droites 
qui soul aula ill d’axes clc la surface proposec.'ct dont chacuno, pro- 
longed dans un sens ou clans un autre, forme avec les demi-axes dcs 
ooordoiinces cc, y, z, 011 <;, q, (, les angles X, p., v, on 3lt, at, deter- 
mines par les Equations ( 27 ) on (35). Si 1’on suppose loujours quc 
l’u no de ccs tiro i les coincide avec 1 'axc des on aura, corninc ci- 
dessus, c = o, $ == o, el la premiere dcs equations (36) donnera 


(50) (s — X)cosQ=o. 

Dcs plus, comine l’equation (5o) devra etre verifiee, non sculcment 
pour la clroile correspondaiilc ii la racine s = =.1,, mais encore pour les 
deux aulrcs droites, ou aura nbccssairemont, pour cliacune de ccs 
dornibres, 

(51) cos< = o, 

ii moins cjue l'equation ( 47 ) n’admettc des racines bgalcs. Done, si 

OEtwrcs de C. — S. II, t. V. 
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Ton cxccplo cc cas particulicr, la droito correspondanle ii la racine 
$ = Ascra perpendiculaire aux deux aulrcs, fit, comma dans liqua- 
tion ( 5 o) on pout prendre pour A l’une quclconquo des trois racines 
rcelles de liquation (a 5 ), nous sommes on droit do ooneluro quo les 
trois axes dc la surface du second degre sc couperont a angles droits. 
On pourra done fairc coincidor les nouveaux axes des coordonnees 
avec les trois axes de la surface. Alors les equations (3G) devront (Hit 
veriliecs quand on reduira I’un quclconquo des angles 4\ nit, at a 
zero et les deux autres a d’oti il resulte : x° quo les trois racines 

de liquation (a 5 ) seront egales aux coefTicients designes par *i„ ii!>, © ; 
2° quo les coefTicients ©, £, $ s’evanouiront. On aura done ii la fois 

( 52 ) (0=o, C — o, i=o, 
eL la formulo (46) deviendra 

(53) JL^-i-i)t'e 2 -+-©C 2 =K. 

Quant ii liquation (37), olio so trouvora reduilo a 

(54) (A -j) 0«> — s) (S-s) = o, 

ctscra elTectivcment satisfaite si Ton egalo s h. Tunc des trois quan- 
tiles A, 1ft), ©. 

II cst facile de s' assurer directemcnt quo liquation ( 53 ) roprescnlc 
une surface du second degre rapporleo a ses axes, e’ost-ii-diro une 
surface don L trois axes coincident avec les axes coordonnes. IS 11 cflol, 
pour demontrer celto assertion, il suflit d’obsorvor quo liquation 
dont il s’agit n’est pas alteree quand on y rcmplacc \ par — q par 
— Y) et ( par — l, et quo, par suite, loutc section faitc par un plan 
perpendiculaire a Tun des axes coordonn6s cst une courlic qui a pour 
centre un point do cet axe. 

Nous avons etalili la formulo ( 53 ) on supposant inegalcs les trois 
racines dc liquation (20). Si eelte Equation adinettait deux racines 
egales et une troisieme racine distincte des deux premieres, on pour- 
rait concevoir quo cette troisieme racine coincide avec la racino A dc 
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1 equation ( 47 ). Alors, Ja formulc (4q) (levant fournir deux valours 
o^alos do s, on aurail nocessairement 


el par suite 
( 55 ) 



-1- (SUrrro, 


(0 ~ o, K!> — G. 


Done les lonnulos ( 4 G) ct (47) deviendraiont respectivement 

(5C) A? + iB)(u* + 5*)=K, 

(57) (Ao — s)(ilt> — s ) — o. 


[/equation (56) csl encore cello d’unc surface donl trois axes coin- 
cident avec les axes dcs coordonnees. II est ossentiei d’ajoutcr quo, 
dans lo cas present, les axes dcs coordonnees vj el pourront etro 
deux axes quolconqucs perpendiculaires ii l’axe dcs d’oii il resulle 
<[ue la surface du second degre aura unc infinite d’axes, dont I’un 
sera I’axo dcs \ corrcspondant ii la racine x dc I’equation ( 07 ), taiulis 
quo les autres, perpendiculaires ii l’axe des eorrespondronl Lous ii 
la valour in, dc I’inconnuos. On arriverait aux memes conclusions on 
chercliant ii determiner par le moycn des formulas (3G) les valours 
de on.., or, corrcspondantcs a la racine s — ift. En effet, si Ton pose, 
dans ces formulcs, 

, (D=:0, C=zo, $- 0 , .? = K!, = G, 

la premiiirc sera reduite a 

(58) (Jc — ifc)cos<. — 0 , 

on, plus simplcment, ii 

(5g) cosc~o, 

ct les deux dcrnicrcs deviendront identiques, c cst-a-dire qu dies sc 
Irouvcronl vcrificcs pour toutes les valours possibles des angles 4j 
Oil., or,. Done lo premier dc ces angles, determine par 1 equation ( 59 ), 
sera un angle droit. Mais les deux autres resteront indetermines. 
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Pour passer clu cas quo nous vonons d’cxaminor a oelui dans lequel 
on suppose Ics trois racines do Poquation (25) cgalos outre olios, il 
sufflt do fa ire 

(60) ‘ifi> = A. 

Alors Poquation (5G) dcvient 

(61) '&>(£*+ Vh* ?*) ~ IC. 

Dans la memo hypolhesc, la formula (58), so trouvanl vorilioe, quel 
quo soil n’entraine plus Poquation (5 q), ot los trois angles oic, ,x 
restent indetcrmincs. Done unc droito quolconquo nionoo par I’ori- 
gine pcul alors ctre considcroc commo un axe do la surface. La memo 
conclusion sc deduit do 1’cquation (G i ), car cetto equation represent! 1 
evidemment une surface spheriquo quo Pon pout regarder oomnio 
ayant pour axe un quelconquc do scs diamotres. Do plus, comma la 
surface spheriquo dont il s’agit devra otro encore reprosonleo par 
Poquation (i), il faudra quo celle-ci coincide avec la forum lo 

(62) «!»(** + /*+ v 2 ) = K, 

quo l’on deduit immediateinenl do Poquation (Gi) combined avoc la 
suivanto : 

(63) {* + »!*+ C I =r*=« , + .y , + a'. 

Or les formules (i) et (6a) no peuvont coincide!* qu’autant quo los 
coefficients A, B, C sont egaux ii la quantile a ot los ooellioienls ]), 
E. Fa zero. Done lo cas ou les trois racines do Poquation (a5) do- 
viennent cgalcs cst celui dans lcquel on a simullanemonl 

(64) A=B = C, I) - E = F o. 

Il scrait facile de prouver dircctcmont quo, si Poquation (a5) u 
toutes ses racines egalcs, los conditions (G/|) scroll t vorifioes. Kn 
effet, si Pon rcmplacc, clans Poquation (25), s par 
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on obliendra unc autre equation do la forme 
(05) s’— /« + // = «, 


la valour do p etant 




A*+U* 


+- f.*— AH 
3 


AC - BC 


+ D* + E 1 + F 1 , 


on, co qui rovient au memo, 

(A — B)* + ( A — C) 5 -t- ( B — C.) 2 
(bG) [>■=>- 7.— 


-t- 1) 2 + E 2 + F 1 . 


Cola pose, admcllons quo les trois racines de l’equalion (a5) de- 
vionnent e gales. Cellos de 1’equation (65) devront loutes s’ovanouir. 
On aura done p — o, q — o, el par suite 


( 6 7 ) 


(A~B)*+(A-G)*+(B-G)» 

6 


+ l)>+E ! +F ! -o, 


Or colic dernirre Ibrmulo cntralnc ovideinmenl les conditions (64). 

Loi*S(fue les quantiles A, B, C, D, 15, F verifiont l’equalion ( 20 ), la 
surface ( 1 ) a unc infinite do centres, et l’equalion (a5) ou (18) a au 
moius line racinc egale ii zero. Si 1’on fait coincider cctte racine avee 
cello quo nous avons designee par A>, la formule.(53) deviendra 

(68) 'll!,-/) 2 -}-©? 2 — II, 

el represen lera un cylindrc dont la gencratriee sera parallele a 1 axe 
dcs Si ilcux racines de liquation (25) devenaiont egales ii zero, 
alors, on faisant coincider ccs racines avec la valeur ds, de s qui verilie 
liquation ( 67 ), on reduirail la formulc (56) a la suivante 

( 6 g) JL|- 2 =K, 


do laquellc on lircraitlcs deux equations 


( 7 °) 


( 7 >) 



(K 
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propres a representor deux plans pcrpcndiculaires ii l’axe dos II 
esl inutile tic clierclier cc qui arriveraitsi Fequalion (u5) avail li'ois 
racincs nullos : car cola no pout arriver, a moins quo les quantiles 
A, B, C, D, E, F no s’evanouissent simultanenicnt clans Fequalion (0, 
c’csl-a-dirc a moins quo cctte equation no ccsse cle renlernter les 
coord on necs x, y, z. 

Les formulas (56), ( 61 ), ( 68 ) et ( 69 ) ulan l comprises comma cas 
particulier dans F liquation (53), il suit 6 videmmcnt dc ce qui precede 1 


quo Fequalion, en coordonnees reclangulairos, (Its ton to surface du 
second clcgre qui a un centre on line infinite do centres, pent <Hre 
ramcnee a la forme (53). Ajoulons que les cocHici.cnts rep re smiles 
par x, x, e dans la formulc (53), on, cc qui revicnl au memo, los 
racincs dc F equation (54), set’ont les trois valours do 




K 

r ' 1 


correspondantes aux points d’intersoction do la surface aveo les nou- 
veaux axes des coordonnees. Cost ce quo Foil pout aussi demontrer 
dircelement, car si 1 ’on chcrche, par excmplo, lo point d’inlorseclion 
dc la surface avec l’axc des il faudra poser vj = o, ( ~ o, el Foil 
lircra en consequence des formules (53) ct (63) 

« =/ “=X on 

Il esl d’ailleurs evident quo cotlc dcrnifcro equation fournira pour lo 

rayon vecteur r line valour niello si Ie rapport' — cst une quantile 

positive, ctuno valour imaginairc si cc rapport devient niigalif. Dans 
le premier cas, la valour riiclle de r sera la moitie dc la distance com- 
prise outre les deux points oil la surface rcnconlrora l'axc des £, c’esl- 
ii-diro, cu cl’autres termes, la moitie d’un axe reel dc la surface pro- 
poseo. Dans lc second cas, l’axe des 5, sans cesser d’ 6 trc un axe de la 
surface, cessera de la ronconlrcr. 
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Soionl maintcnant a-, If , c- les valours numdriqucs dcs Irois rap- 

, K K K , 

ports — j ^-> g) on sorto qu on ail 


(7 2 ) 


— — ± a 2 , — — H- fj- — -i- c 2 

A, * u!» ’ S~~ ’ 


a, l>, c designantdes quantiles positives. Si l’on rcmplace Jos lottros 
y\, ‘C par los Icttros x, y, s, la lormiilo (53), divisee par K, deviondra 


j ? 2 V 2 z 2 

(73) d= ~ =b & ±. ~ - i . 

v ' ' a 1 b- cf 

Colic derniere comprcnd liuil autros fovmulcs, savoir : i" liquation 

,T^ V 2 Z 2 

(yk) f If + 

qu i represente un cllipsoulo donl les Irois axes sonl ar/, a b, a c\ 
i° les Irois equations 


05) 

x 2 y 3 

a* _l ' If 

(7 6 ) 

x 2 y 2 

s }?' ~ 1? 

(77) 

tT 2 yZ 

~ a* Tf 




dont chacunc rcpresenlc un hyporboloido a ime nappe ( voir la for- 
mula (to3) do la qualorzifuno Logon J; 3° les Irois equations 


(7 8 ) 

x 3 r 2 

a 2 “ T* 

(79) 

_ xl 

cf b 8 

(So) 

x 3 y‘ 
a 3 b 3 


donl chacunc rcpresenlc un hyporboloido a deux nappes [iw I’equa- 
tion (tad) de la qualorzihmo Logon]; 4° I’cquation 
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qui nc* reprcsente rien, atlondu qtt’on no pout y salislaire par d os va- 
lours reclles dcs coordonneos. Si doux dos trois quantiles 4., ill,, G de- 
vienncnl egales cnlrc olios, Ics cllipsoidos on It's hyperboloides ri- 
dossus mcntionnes soronl do revolution. Si 1 ’on supposo A- ----- <rti --- £, 

la fonnule (73) sc roduira cvidcinmonl, soil a l*t‘tj nation 

(8-i) .r*-(-/M-5 s =« 5 , 

qui reprcsente unc sphere; soil a l’cqualion 

(83) x- - 4 - j 2 + 


qui no represonlo rien. Enfin, si une 011 doux dcs quantiles -t,, in,, c 
s’evanouissent, une 011 deux dos quantiles «, b , odoviendront inlinios, 
el la formulc (73) ccssera clc ronl'crmcr los Irois coordonneos .r.y, s. 
Ainsi, par cxemple, en supposanl g = o, on aura o--w; el. la lor- 
nuilo (73), reduile a 


( 84 ) 



= 1, 


renformcra 

(85) 


I’equalion 

. J 8 _ . 
« s + ** ’ 


qui represcnlc un cylindro clliplique clout la geucratrioo osl paralli'lo 
a Taxe des z ; a° les deux equations 


(86) 


(S7) 


__ y _ 

« 2 T* 2 " 1 ’ 

+ 


dont chacune reprcsente un cylindro hyporbolitjue, ayant encore pour 
generalricc line droitc parallel e a I’axc dos . 5 ; 3" (’equation 


( 88 ) 


a ! 2 y 2 

a 2 ~Jy* ~ 1 ’ 


qui 11c reprcsente rien. Si Ton cgalail a 


zero doux dos quantiles <&,, 



CALCUL DIFFE REN TIE L* 


: 26 n 

s* l' on snpposait, par cxcmplc, ift> = o, g = o, alors on aimiit 

(> — so, c = cc; ol, par suite, la formula (7^), ruduitu ii 


189) 

eomprendrail I’oqualion 
(9°) 



qui represenle cloux plans perpondiculaires a l’axe ties x, oU'oqualion 

(90 .r 2 

qui no represenle ricn. 

Le cas oil le second monihro do la Pormule (17 s’ovnnouil morilo 
lino attention parliculiere. Dans cc cas, l'equalion (.>3) sc roduila 

(pa) S^rro. 

Si, de plus, on ddsigne par a 2 , b 2 , c ' 1 les valours numeriques dos 
rapports on sorte qu’on ait 

<» 3 > i 1 -”’' 

a, h, c designanl trois quantiles positives, el si Ton reinplace encore 
les lellres yj, 1 par les lottrcs z, la fomuilo (92) dcviendra 


(9-1) 



— 0. 


(lotto dcrnio.ro comprend quatrc aulros lornnilcs; savoir : 1" 1’ccj na- 
tion 


(95) 



qui roprdscntc 1’originc dcs coordonnees, attendu qu’on ne pout v 
satisfairo qu’on posant ii la 1‘ois x = o, y — o, z = o; a° les trois 

OKnvres dc 6\— S. II, t.V. 3/| 
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d qua Lions 

(f)6) 

(97) 

(98) 



<lonl chaeune represcnto uu cone it base ollipliquc, tfui 
sonunot I’origine, ot pom* axe Tun des axes coordonnes. Si 
quantiles »i. f ill,, Q devcnaient cgales, Pun des trois cones 
etrc con si (lore coniine ayanl pour base un ccrcle trace dans 
perpendiculairc ii i’axe. Si I’on supposait .1. = nb = 2, alo 
chacun des trois cones, la base serail circulairo, et deux g;e m 
opposecs, comprises dans 1111 nieme plan passant par 1’axe, 
perpondiculaircs entre olios. Tin fin, si un ou deux des coeTTic 
u!j, s so reduisaient ii zero, line ou deux des quantiles rt , 
viendraiont infinics, et la formulo (q4 ) ecsserait do ronfoi 
trois eoordonnoos x, y, 3. Ainsi, par cxcmple, eu supposant 
on trouveraitc — cc; et la formulo (q 4), reduito ii 


(99) 



z! 

b* 


— o, 


rcnforincrait : i n liquation 


(100) 



~ o, 


qui rcpresenle l’axc des 3, altendu qu’on no pout y snlisfair 
supposant a la fois x ~ o,y = o; 2 0 1 ’equation 


<IOI> 


.r* 

ci 1 



= O, 


qui se decompose dans les deux suivantes 



ct represents on consequence, deux plans passant par 1'axe cle 


GALGUI, DIFFERENT Mir,, • 2G7 

Foil suppnsail an memo temps i«> — o el s = o, on await /; = 2c, 
r - - ao, el la formulo reduite a 

( i om ) .r 2 -■= o, 


reprdsenlerail le plan memo des v, s. 

II est (‘ssenticl ((’observer quo la melhodo par laquellc on red nil 
I’dqualioii (i) ii la I’ormulc (o3) est indepcndanlc do la valour 
iillrilmdo a la quantile K, el qu’en consequence les axes de la sur- 
raee. ( i ) no cUangeroul pas de direction si Ton fail varicr la quantile K 
sans {'lumber les valours des cooilieienls A, II, C, D, 15, F. Cela pose, 
emicnvnns quo, /• ddsignanl une quantile positive, on prenno succos- 
sivemenl 

K -/,, K K---0. 


A la place do [’equation (i), on obliendra les trois suivantes : 

p (,:( ) A .«•’ -I- RjM G s* -H a l)/3 + 1 15 sx -|- a Fay — /■ , 

( ro', > A./- 5 -i- II,)' 2 -I- (W 1 -h a I)y= + a E zx 4- a Fay i= — k, 

(r«r,I A.e’-I- By 2 -l- a Dy- 4- aE;j5 4- a Fay - o, 


<pii represen leron l trois surfaces dont les axes soront les memos, ot 
qui pourroul etre eonverties, par la metliode indiquee, on liois aulies 
equations do la forme 


(>«<>) 
("> 7 » 
( 108) 


-Hill) 4- £? 3 = b, 

£ s -|- at« •+- = - b, 


Or, on raisonuanl comine ci-dessus, on s’assurera lacilemcnt quo 
Foil tuition (ro8) est propre a representor : i° un-point unique, savoir, 
I'nriginc, dans le cas oil ju, m., s son l des quantiles de memo signe 
el di (leron les de zero; 2 U tin cone du second degre, dans le casou A, 
ll!>( q P( . C oivonl des valours diflerentes de zero, mais de signes divers; 
;}» u no droilo, savoir, l’un des axes coordonnes, lorsque deux des 
coellieienls a, *„ Q soul des quanliles de memo signe, le troisieme 
( >l;i nt mil ; 4° deux plans passanl par l’un des axes coordonnes. lorsque 
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deux lies coefficients donl il s’agit soul de signes oonlraires, le troi- 
sieme plant mil; 5" un ties plans coordonnes, dans li* eas oil deux dos 
quantites a., m., S s’evanouisscul. Do plus, on reeonnuilra sans peine 
quo les equations ( i oG ) cl ( 107 ) rcpresenlenl, dans In premier eas, 
1111 ellipsoido e( line surface imaginaire; dans le second eas, deux 
Jnperbolonlos donl I’un se compose d’uno seule nappe, landis (|ue 
I’aulre olfre deux nappes distincles; dans le Iroisiome, eas, uneylimlre 
clliptiquo et un cylimlro imaginaire; dans lc qualriome eas, deux 
ejlindres hyperboliques; enfin, dans lc cinquiemo eas, deux plans el 
line surface imaginaire. Ajoutons quo, dans le second eas el dans 
lc qualricmc, les trois surfaces rep re sen lees par les equations ( i<>3), 
(io/|), ( io5'> s’approchonl indefiniment Tune do l’anlre a mestire 
(pie I’gn s’eloignc de I’origine ties coordonnees. II resullo, en ell’el, 
do la remarque faitc dans la treizibmo Logon (page aio.), que, si par 
I’origino on inene un plan quelconquc, les druiles d’inlerseelion de 
ce plan avoc la surface (ioa) scronlles asyinplolcs ill's eourbes sui- 
vant lesquelles il coupcra les surfaces (ro3) el (io'i ). 

Nous a vo ns prouvi’ qu’il sulfisail do transformer les coordonnees 
reclangulaircs x, y, s de l’equalion ( 1 ) en d’aulres coordonnees 1 ;, -q , '( 
rectangulaires ellcs-nicinos clrelalives a de. nouvoaux axes convena- 
blcmenl clioisis, pour roduirc, clans tons les cas possibles, I’equa- 
lion (r) a la formula (j 3). La transformation de coordonnees donl il 
est ici question s’operc a l’aido de eertainos valours purlieu Herrs 
attrilmees dans les formules ( 28 ) aux angles a„, p 0 , y # ; a,, ( 3 ,, y, ; 
a s , Pa, y 3 , el en verlu dcsquelles le polynoine 

A x - H j' 5 •+• C z- 4 - •>. J)j 3 - 1 - 2 13 3x‘ -I- 2 F xy 

doYient idontiquement cgal an Irinome 

* 

S? ! . 

Or il ost clair quo la m 6 me transformation changora la fonclion li- 
ncaii'e ethomogfcnc dc x,y t z, ropresenloo par la somme 

Ga; + II y -1 - Is, 
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on uno fonotion linoaire cl homogene cles £, vj, c’osl-a-dire cn tm 
trinomo do la forme 

ff5 + sc/)- i-as, 

()’, x, a designanl do nonvollos conslanles, ol quo par suite olio re- 
duira 1’6(| nal ion (i.lj, c’csl-a-dire I’oqualion generate dcs surfaces tin 
second dogro, ii la formula 

(109) A, -i- in>Yi s 4- 2 K 2 -l- -l- .x n 4 ~ » K - K . 


Do plus, la dornicro dos equations (/Ip) donnera 

{no) Jk it!.© = AB C - Al>* - BE- — ( 1F J + •-> DEE . 

Cola pose, si re.xprossion (19) a uno valour difierenle do zero, on 
pourra on diro aulanl dti prod 11 it ,1,111,3, Done alors ancun dos coeffi- 
cients,!,, ui>, © no s’ovanouira. Si, dans la memo Uvpolhe.se, on prend 


(,n > - r « ■■ - ,i’ - r o •- 

Ic point (.r„, v„, 5*) sera evidoininonl 1111 centre do la surface. Car il 
suffira do transporter l’origino ii co point, el do rcmplacor on con- 
sequence vp 'C, par ^-+-.r 0 , •/}-)-,>%, £ 4 -s„, pour rod u ire l’cqua- 
lion (109) a la formulo 


( 1 1 a ) A, | ! 4- 1«» rC- -I- © — K - ( - V jr* 


-I- ®i! I* f|.*« 4 - *]■„ l- Js,,). 


On pent romanjLicr d’aillours quo J’dqunlion (tit?) esl somhlahle pour 
la forme a l’oqualion (j 3 ). 

Concovons mainlonaut qu’un soul des coellicicnls ,t,, ill,, © s’eva- 
nouisse, et quo 1 ’on ait, par example, © = o. Alors, la valour du 

rapport devcnanl infinie,.ou iiulotcriniuoo, la surface (109) a 'a lira 

plus do centre, ou cn aura une infinite, suivanl quo ta quantile a sera 
011 no sera pas egalc Ii zero. Dans la memo hypothese, si 1 ’un fait 
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il suflira do transporter I’originc an point (>„, y 0 , s 0 ) pour ramourr 
(’equation (109) ii ia forme 
( l , /j ) die £ 2 -}- iHi o 2 ~ o« 

On conclura do eelle-ci quo la surface proposed a pour axe I’axe des 1 . 
Soientmainlenanta 2 , b ' 1 les valours numcriques- . et la valour 

duproduil ~ a -> on sorle qu’011 ait 
(n5) 


A— h lj- ,t ' r 

A - ±s ’ in. - - 0 ' a 


A " 


ol supposons quo I’on rcmplacc les letlres vj , '( par les loti res m, y, c, 
la formule (1 14) deviondra 


et renformora : i° (’equation 


(>* 7 ) 



1 3 


c 


(jin’ representc un paraboloid « cllipliquo | voir la formule (^>9) do ia 
quatorzieme Leeonji 2 0 liquation 


U>8) 






qui representc un paraboloido hyporboliquo | noir la formule (GtS) <le 
la quatorzieme Logon]. Si Ton avail .A, = ill., on trouvorait, par suite, 
a — b, et Pequation (ii/|) ou (1 17) rcpresentcrnil un paralmloide di; 
revolution. Enlln, si Ton supposait A — o, on trouvorait r ■ ■ <x>, et 
l’cquation (i iG) coincidcrait avec la formulo'fqjy). 

Coneevons encore quo, dans l’equalion (109), deux des eoclli- 
cients «,i>, ij!>, Q s’evaiiouissenL, ct quo Ton ait, par exmuple, ill, — ■ «, 
s = 0. Alors, si 1 ’on suppose toujours la valour do determined 
par la premiere des Equations (11 1), ct si, do plus, on destine par/,, 
ot deux valeurs do -q ct de propres a verifier la formule 

(119) 


W/o -H So — K — wLd? j — ( j T,,, 
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il sulfira do transporter I’origine an point (,r IM y„, s 0 ) pour roduirc 
l’equalion (109) a 

I'lo) JU$*-4-.7eT)4-.K=:0. 

Lorsqu’011 a .7=0 el. quo, dans la formulc (120), on rom place los 
loltros v) par los lc Uros x, y, cotte formula so rbduit ii 

0^0 o\,i -j— rfC^' 0 . 

Oolle derniero roprbsonle ovidcmmenl un cylinder qui a pour base 
lino parabolo comprise <lans le plan des .r, y, ot pour goneratrico uno 
droilc parallole a l’axo dos z. Ullo ropresonlerait le plan des y, z si 
I’on avail ,7C = 0. Ajoulons quo, dans le eas memo oil ?> n’csl pas nul, 
on pout Iraiisforinor ('equation (120) do nianibrc qu’elle dcvionno 
somblablc ii I’equation (lai). Pour v parvonir, il sulTit do rein placer 
la loltrc \ par la loltrc tv, ot do poser 


(i'ia) 


a e •/) -i- -i '( 
/.TCM-'a* 


<io qui revionl ii prontlro pour axe dos y unc droitc porpondiculairo ii 
l’axe dos \ ot 11101160 par Porigino do manibro ii former avoc los denii- 
axos dos v) ot dos £ positives deux angles dont los cosinus soionl rcs- 
poctiroincnt 

ac ii 

En oflel, si l’on nomine 6 0 , 6 , , S 2 les Irois angles formes par la droitc 
dont il s’agit avec les demi-axes des £, vj ct£, prolongbs dans le sens 
des coordonneos positives, on aura 


COS &o 


COS6, : 


rrc 


\/,7C' J -1- „V 


cosS, 


\/J£ J -t- -7 s 


et l’equation 


y — ^cos6 0 -1- 0 cos 6, -+■ £ cos6. 


sc reduira cvidcmmcnl ii la formulc (122), cn vcrLu do laquclle 
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1'eqnation (120) dcvicndra 

{ 1 2 3 ) At j?" ( tJC“ -f- <3 2 )~y " 


Cclie-ci cs t scmblaldo a liquation frai) cL represonlc do memo 1111 
cylindre ii I>aso paraboliqne. 

Si, dans les calculs qui precedent, on oehange outre onx les sixes 
lies coovdonnees, on obliondra succcssivomonl (oulos les forinulos 
qui se trouvcnl comprises comrnc cas parliouliors dans 1’equa- 
lion ( 109). 


Imi resume, 1’on voil quo tes surfaces courbes qui peuvent etre 
veprdscntecs par cettc equation se rcduisenl it hi surface do In 
sphere, a cclles de I’ellipsoule, do i’hvporboloide ii line on deux 
nappes, du parabofoidc de revolution, du parnhofoido oliipliqtin on 
hyperbolique, du cone a base circulairo ou elliptique, enlin du 
cylindre droit qui a pour base un cercle, une ellipse, into pnrabolo 
ou line hyperbole. De pins, ii arrive quolquofois quo I'eijnation ( 1 «»cj) 
u'prescnte un ou deux plans, lino, on deux droites, on un point 
unique, 011 memo qu’olle no represenle ricu. 11 osl bon d ’observer 
(|ue, dans le cas oil !’*'([ nation (109) represent!) unc surface e.ylin- 
drique, les droites quo I’on pent considerin' oomrno axes do cello 


surlace sent cn nombro infini. En effel, on vorlu ties deluulions 
•u-dessus adoptees, on pent appeler axe d’une surface cylindrdfttc 
« base elliplirjue ou hyperholique , non souJeineul J« droho qu’ou 
nomine ordinairement axe du cylindre, el qui ronferme les centres 
des ellipses ou hyperboles donl les plans sonl porpendiouliiirrs nux 
generatrices , maw encore les axes de cos memos courbes, aUondti 
q»’un plan porpondiculairo a l’un do cos axes coupe (m.jours In sur- 
face cyluulriquc wiivant deux generatrices egalemcnl disla.Ues du 
pent ou .1 rencontre cct axe. De memo, si I’on coupe un cylindre 
para boh quo par des plans pcrpendiculaircs aux generatrices, les 
axes des d.verses paraboles qui scronl les courbes cl'inlcrscction 
pourro.it etre consideros comrnc autant d'axes do la surfaeo du 
cyhndrc dont .1 s’agit. Dans le cylindre droit a base circulate. 


t 
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tous lea rayons des ccrcles compris dans dos plans paralleled an plan 
do la Jiaso sont dcs axes de la surface. 

II no sera pas inutile de rcmartjuer quo lcs surfaces representors 
par los equations (53) et (109) onl lours axes parailbles, el quo par 
suite on pent on dire autant des surfaces reprcsenLees par les equa- 
tions (1) et (i5). 

PROw.ftsiB II. — Tr Oliver, s’ i l y a lieu, le centre <le la courbe <lu second 
degrd representee par le systeme des deux equations 

( A x° + lt/’-t- Cs 5 -!' al)y'3 - 4 - sEs# 4- aFa;/ = K, 

O 9 4? , . 

( x cos a -hr cosp. a- ^ cosv = a. 

Solution. — Soiont x a , y 0 , z 0 lcs coordonnecs clu centre de la 
courbe. Si Ton transport l’originc a cc centre on vemplaganl x, v, z 
par $ + Xfjy y + y 0 , s h- 5„, lcs fovmulcs ( i a/j ) dcviendroiil 

I A a? 2 4- It/ 2 4- Cs 2 H-2i )yz + aEsa? + tVsey 

5 ) < -I- 2 [t A.'X’o 4~ E z 0 )x 4- (Fa’o-t- B y<, ■+■ Dz<>)y 4- (Ex 0 4- (j5 0 )j ] 

( — K — ( Aajjj -4- fiyl 4- C-sJ 4 - qD/o 3 #'^ 2E5o a 'o+ : 

6 ) x cos?. - 1 - y cosp- 4 - z cosv — k — (a ? 0 cos? C0S F + 5 o cosv); 

ol le systl'mc do cos deux dcrnicrcs no devra pas ctre alterc quand on 
y romplacora x par — cc, y par — / l )al — z ‘ cc ^ c condition 

sera rcmplic si l’on suppose 

( 127 ) ’ X„ COS? -4- J'o COS p 4- "0 cos V — h, 

ot 

Aa>^4- Fr ft 4- E ^ 0 ra?o4-Byq4-D^o _ E^ 0 4- D.yo+ Cap 
(ia8) - C0S 7 ~ cosp cosv 

Alors, on eflet,' l’equation (126) sera reduite a la formule 
a? cos -+- y cos (/. ■+- s cosv ~ o, 

qui n’est pas alterec par le changement do signe des coordonnees 

ORtivrcs de — S. II» l. V, 
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x, y, z, el de laquelle on Lire, on la combinant avec la formulo (128), 

{129) (Aa?»-|- Fy 0 -f-E~o)x + (Fxo ■+■ D 5 „)y + (E jt<, -I- I) y„ -l- Os,,) 5 o. 


De plus, si Ton a t'gard ii liquation (129), la formulo (i 25 ) deviondra 


(i3o) 


A.r 2 H- B j'- •+- C 3 2 + 2 Dys -t- 2 E car 4- 2 F xy 
— L { A x 2 4 ~ It ,Xo 0 ~ (" “I - 2 I ) y'o * 0 ~f~ 2 I . -i - 2 1 *£<, J'o ) * 


ot remplira encore la condition prcscrite. Les formules (127) eL (128) 
sufliscntpourdMorminerles coordonnees^o, y 0 , z 0 du oenlre ehorcho. 
La premiere exprime quo co meme centre csl compris dans lc plan 
represen tc par 1’equation (126), c’cst-ii-dire dans lo plan de la courbe 
donnee. D’auLrc pari, comme, pour obtcnirlo point oil la surface (1) 
est rencontree par Ic rayon vccteur mono de I’originc au centre dent 
il s’agit, il font assujettir les coordonnccs x, y, s do la surface (r) h 
1’equation 

(«3.) 4 = Z = 

a 0 J'o ^0 

et que les formules (128) ct ( t 3 1 ) ontrainent requation (98) de la 
Logon precedence, savoir 


(,3 a ) Aar + Fy + Es _ Pj;+By -i~ f)j __ E.c -+- I ) y 4- Co 
COsX COS fJ. cosv 

on pout alTirmcr que le point de rencontre sera prociscmonl le point 
de contact de I’ellipsoidc avee un plan tangent parallel 0 au plan de 
la courbe. 

On resout facilement les equations (127) cl (128) on operant 
comme il suit. Si 1 ’on dcsigne par 1 la valour commune des trois 
fractions comprises dans la formule (128), on aura 

( Atf 0 -h E^qzz: 1 cos A, 

( 1 33 ) j F-r 0 -i- U jo 4 - D ~ 0 = l cosp, 

l E ^ 0 “H ])^o+ G^o— l cosv. 

Ces demises equations, etanL semblables aux formules (r 7 ), se 
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rosoudronl do la memo man i ore ot donneront pour cr„, y 6 , dos 
valours ogales a colics quo fournisscnl Ios equations (18) quand on 
roinplace dans les seconds mombres los quantiles G, II, 1 par les 
produils — i cosX, — )cosp., — /cosv. On aura done 

(HO — l) 1 ) cos?! + (])E — CF) cosf/. ■+■ (FI) - HE) cosv 
ADC — I) J A — Ji* B — F i C -+- a DEF 

( I)K — GF) eos^ -h (CA — E 2 ) cos \j -h (EF — Al) ) cos v 

V s G + a DEF l> 

(FI) - HI!) cos), -i- (EF - AD) cosp -t- (AH - F 2 ) cosv , 

AHC - I) 5 A -'EM) — 1-^0 + a DEF L 

Si l’on subslitue les valours procodon tes do x 0 , y n , s 0 dans liqua- 
tion (127) et si 1’on fail, pour abregor, 

/ 1>^ (BG — I) 1 ) cos J X -1- (CA — E s ) cos ! p 
( 1 35 ) | + (AH — F J ) cos 2 v 4- a(EF — AD) cos (a cosv 

( -l- a (FI) — HE) cosvcosX-l- a(DE — CF)cosX cosp, 

on trouvera 

, 9/>v ABC-»*A-E*n-F*C-i-aI)EF . 

( , 30 ) 1-= p k > 

et, par suite, on tircra dcs equations (i 3 /j) 

I (HC — I) 9 ) cosX -1- (J)E — CF)cosf/.-t-(FD — BE) cosv , 
av— — j> 

(DE-GF)cosX 4-(CA — E 2 ) eosp + (EF — AD) cosv , 

J«= - l p “ A > 

(FI) — HE) cos), -h (EF — Al>) cosy. + (Al) — F 9 ) cosv , 

3 » ' 1 * 

Gollcs-ci fournirontun systeme unique de valours finios do x 0 , y a ,z at 
lorsque la quantile P no sera pas nullo. Done alors la eourbe proposes 
aura un centre unique. Co centre sera I’originc ollo-mcmc, si la quan- 
tile k s’evanouit. 

Si la quantile P se rcduisail a zero, les valours de a? 0 , y a , devien- 
draient inftnics ou indcterminecs. Dans lc premier cas, la ligne du 
second dogre ropresonteo par lc systeme des equations (124) no pour- 


.c 0 — 

(•34 ) yo- 
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rait elro qu’unc parabole; clans In second cas, cello ligne sc Iransfor- 
morail on un syslomo do deux droitos parallhles. 

Si Ton Iransporle l’origino au conlro do la courbo (12/1), les 
equations do cotie courbo dcviondronl semblables aux Ibrmules (i) 
ot (2), On con cl ut do cello remanjuo q in* , pour Irouvor los axes do 
la courbo (12/1), il suflll do rbsoudre 1 c pvoblbmo suivanl : 

PnoiSLftMK III. — Determine r les axes de la cottrbe dtt second degrb 
reprdsenlee par les deux equations 

( 1 ) Aa^-bll/’ -l-Cs’H- ?A)yz + 2 IJ s ,r •>. V.vy K, 

( 2 ) x cos ?. - 1 - y cos// - 1 - s cos y — o. 

Solution. — Si l’on Iransformo los coordonnoos x, y, u, supposbrs 
reclangulaircs, on d’aulres coordonnoos reclangulairos vj, i-( si 
Pen prend pour axe dos '( la droilo porpondiculairo au plan ropre- 
sonlo par Ja lormulo (2), los equations do, la courbo proposer so 
changoronl on deux aulros do la forme 

C * 38) + aftn .-K, K ", 

el par consequent la courbo, elanl rapporl.be a dos axes roclangulaircs 
sillies dans son plan, aura pour equation 

(i39) --- K. 

Lorsquo l’cqualion precedenlo pout biro verified par dos valours 
readies dos coordonnoos ij, rp cllo rcprcscnle tine ellipse, ou 11110 
hyperbole, ou lo sysleme do deux droilos parallbles el siludos ii bgalos 
distances do l’origino, suiyanl quo la difference 

osl une quail tile positive, ou negative, ou nulle. Ajoulons quo I’ellipse 
sc reduil a un poinl, cl l’hvpcrbole au syslbmo de deux droitos qui so 
coupon l, toulos les fois quo lc second membre de l’oqualion, ou la 
quantile K, s’evanouil. Cola pose, admcltons d’abord quo la courbo 
soil uno ellipse. Colic ellipse aura deux axes qui so eouporonl it 
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CAI.CUI, I>1 1’ lilt KNTI KL 

auxins di'niK H si I'iiii minimi' a, /> Ins tlruv (Irini-iiM's, a, h srrnul 
In* valriirs iiiavinmm rl minimum <lu raviiii vrrlriir r mrnr dn I’on 
ii nil (mint dn in ciinrlio, Ini ijiinslinii si> mluira linin' h clirrrlirr 
In pins {(lumlr i*l l:i plus pi'liln vii It'll r ilc In I’niirliim r dt'lrrininnr pur 
I 'mill ul inn 

( i2) / ' r* I i ’ I ,J . 

I'll Slippnsaiil lev; vn rui lilt's a\ y, a linns nilrn nllns pur Ins i'(|iiu- 

Imiis ( i I t'l | ■* ). Or, pntir \ par\ miir, il I'a lull'll t'j'iilnr ii znro la dillr- 
milii'llt' tin ruynti vt'i’lt'iir / mi tin mhi cum'' r'\ cl, nniiiiiii' tin lire tin 
rn,|ii.il.nn (il) 

^ f / (, / 3 ) rill .r ilt | \ il ) i it , 

mi olilirndrn, mi upi'i mi I fiimiiii' tin \ iniil tin In diri', la (oi'in ii li> 

{ r in ) ,i (/ 1 t v il\ i i/, n, 

tie litijiii'lli 1 mi tlt'vru rl i in i ii it i/.r, dy, t/.i ii I'aitln tins ni)iialimis d i IIV 1 • 
rt'iil inlli's tlf la nullin' iliiiuiro, r'rsl-iMlii'r ii I'niile tlrsdruv I'tiriiinlrs 

(i'll) < \ ' I r.y i K ■■ 1 il i l | I’a i Hi' i I) tlr/»' l I K.n i ]li | i',i)ih it, 

(i'i't| I'lnif i/i i ni'ip , ily . nisv</. n. 

Olisi'i vmi'i inamlrniml tjim, pmir rHivliirr I’rli mi iiiitimi tin dy nl ih 
t'lilrt' 1 **m liimilili"* { i 'pi I, ( i \ i i, ( i 'p.* ), it siillira dn ins iijtiuliT, npri's 
avoir mnlliplin dt'iis. tl'nilrn nlln:i, par t'M'inpli', Ins t'tiniinins (i/jn) 
t'l ( i i’.' ), par tit's nmilinii'iils ititlnlnniiiiini, puis tin rlitnsir its nielli- 
t'it'iils tin iinin ii'ii' tj ii i* t*<*<| mil inn rrMillanlr in* i niiinriiin plus in dy, 
iti d:.. Alois, In promier iiirmlim dn rt'lln n|iiiilinn sn Irniivinil iTtlinl 

ii In ilillnmiilii'lln d.v iniilliplinn par tin rarlniir, In liinlnur dmil il 

s'a^il tinvra tiii-ini'int' s'nvanmiir. Or, si I'oii drsifpiu par — t nl 
par / Ins ilt'ii\ ninlliniuiils iinlnlnriiiiiins tlmil ii nst ini i|iirsliuii, 
l'<*ij mil ion rnsiillanln sn prnsonlrni .soils la Ionite 

• \i i l’,r t K; /ntsi>. ) il.i 

• (I'a' i Hi i Hu xy /ni->p)t(p 

> r K.n | Ily t Os (5 /ttosv) di n; 
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ct si, apros avoir ciioisi Jos coefficients s, i do maniore ii fain* dispa- 
raitrc Jes diffcrenlielles dy ct dz, on egalo encore ii zero Ic coefficient 
de la diffcrcntiellc dec, on aura evidemment 


| Kjc + Yy H- Es — s.v -\- 1 cos?., 

( 143 ) F j; -t- By tl): = sy •+■ 1 cos p , 

\ Jiev 4 - Dy -b Cs = ss -+- t cos v. 


Si I'on ajoulc ces dernieros formulas, apres avoir multiplid la pre- 
miere par x, la sccondc par y, Ja troisiinno par z, on Irouvera, on 
ayant egard aux equations ( 1 ) cl ( 1 3 ), 


La valour tic s sera done 
( 24 ) 


K = AT 3 . 


S =r 


K 

r 2 ’ 


Si Ton adopto cettc valeur dc s ol si l’on observe d'aillours ({lie les 
equations (i/|3) peuvent s’ecriro coimno il suit : 


('44 ) 


(A — .?).» h- Fy -i- 12 s — 1 cos)., 
Fa- -b ( D — s)y -b I) s =r l cos p., 
E.-J? + Dy -b (C-s)s-i cos v, 


on recoil n ai Ira qu’il suffit do rcmplaccr Jcs quantiles A, Ii, C par los 
differences A — s, B — 5 , C — .? : i° dans les seconds membres des for- 
mulcs (r34); 2 0 dans la valour dc P quo fournil l’cquation (i35), 
pour obtenir; d’unc part, les valours des coordonnccs cv, y, z cor- 
respondantes au maximum el au minimum du rayon vccteur /’, el, 
d’autre part, le coefficient de l dans I’oquation ( 2 ), 011 plutol dans 
cello qu on en deduit par la substitution des valours dc x, y, z. Or, 
cn divisant par #1 equation dont ii s’agit, on Irouvera 

j l(B — .?)(C — s) — I) 2 ] cos'). 

I -H[(C — *)(A — «) — E* ] cos 2 |x 
■+■ 1(A — s)(Ii — s) — F 5 ] cos 2 v 
“r 2[EF — (A ^ .?)!)] CORJU. COS V 
+ 2 [FJ) — (D — i)E] cosv cosX 
-t-a[DE — (C ^$)F]cos)> cos 


(1 45) 
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|ji)rsi|iic la c.nui'lii' proposes cs(. iiiic ellipse, ainsi (jnc nous I'avons 
il'nhortl ml mis, I'rij ixil Inn (f'j(i) loiiriiil in' , (ii , ssairi'ni('ii( ilcn\ valours 
reollos ilc 

K 


oorrespomlimle.s ii la valour maximum el ii la vali’ur ntiiiiinum <ln 
rayon vecleur r. Alors, si I’nti ilesi^ne par a el. h les tleini-axes lie 
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l’ellipsc, les deux racincs dc 1’dquation (i/jG) scront 



at l’on aura, en consequence, 

Iv^H- = -\- C) cos s X -i- (G -+- A) cos 2 |tx -j- (A H- H) cos*v 

— aD cos fj cosv — 2 E cosv cosX — 2 F cos \ cos//, 

K> 

= (DC — D 2 ) cos 2 X-i- (CA — E 2 ) cos 2 p 4- (AB — F 2 ) cos 2 v 
+ 2(EF — AD) cos p cosv •+• 2(F1) — BE) cosv cosX -r a(DE — GF) cos?. cos//. 

Dc plus, a chacuno dos deux valours dc s , ou, cc qui revient au 
memo, a chacun des axes de l'cllipso, corrospondront des valours 
recllos dc a, (2, y, delcrminccs par la formulo (i/jq) rciinio a 1*6- 
quation 

( r 5 1 ) cos 2 a +• cos 2 (3 + cos 2 y = 1, 

decs valcurs rcprescnleronl les angles formes par l’un des axes de 
1’cllipso, prolonge dans un sensou dans un autre, avec les domi-axes 
des coordonnecs positives. 

L’cllipsc quo nous venons de considerer so translbrmcra en un 
system e de deux droites parallelcs, si l’une des quantity's a, h doviont 
inflnie. Alors cello des deux quantiles qui conscrvera line valour 
linic reprcscnlcra la moilie de la distance on Ire les deux parallelcs, 
el les angles «, (i, y, determines par les equations ( 1 4q)» scront prd- 
cisement ceux quo forjneront les deux parallelcs ot la distance dont il 
s’agit avec les demi-axes des coordonnecs positives. 

Si les quantilds a, b dovonaient egalos, l’eHipse so changcrait on 
un corcle, et les valours des angles a, (3, y doviendraient indctcr- 
minees. 

Conccvons, maintenant, quo la courbc proposee devienne unc 
hyperbole. Alois Ic rayon vcclour r admettra uno valour minimum 
qui sera la moilie do l’axe reel de I’hyperbolc; et si l’on iioramc ant 
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i‘('l axe, l*«»c] nation (i/jG) aura neressairemeiit lino ranine r«o!li«. 


savoir, 


K 

* ^ 


Done, par suit!*, les deux rani nos do Pequalion ("i/jO) soronl roellos. 
Du plus, a ebaeuno do ees rar.inos oorrespondroul des valours roellos 
• li; «, p, y, dolormineos par lo sysldme ties forinulos f r/jp), (i5i), ol 
pro pros a representor los anglos quo Tail uno cortaino droilo pro- 
longed dans un sons on dans un aulro avoc. los domi-axos dos coor- 
donnGos positives. D’autro pari, on po.nl. affirmor : i° quo los doux 
valours do s ol los diroolions dos droilos oorrospondanlos a cos valours 
suroii l iiulependantes do la quantile K, qui no so irouvo cotnpriso ni 
dans I ’<M|na( ion ni dans la formulo (i /(<)) ; a" quo Pune dos 

doux droilos oo’inoidora loujours avee l’axo rend do I’hyperbole pro- 
posed. ISnlin, il suit do la ruinarquo I'ado dans la troiziomo Looon 
( page ua) quo, si Pun fail varior K dans los equations (i) ot los 
divorsos hyperboles ropresonleos par cos equations auronl tonics los 
memos asymplulos, ol, par consequent, los monies axes. Seulomenl, 

lorsque la quantile K chatigera do signe, lo rapporl ^ on eliangera 

paroillomonl, on sorlo tf in* I'axo reel >.a no pourra plus corrospondrc 
it la memo raoino de I’oqn al ion (r/|G), ni consorvcr la memo direction. 
(I rosu lie do cos ohsorvalions quo 1 ’oquaLion (i/jG) a pour rueinos, 
dans Phypolliexo adiniso, deux quantiles de signes conlrairos, donl 
l’uno fail connaitre les axes reels ties hyperboles correspondaiUos a 
dos valours postlivos de la quantile K, el 1’aulre ceux dos hyperboles 
oorrospondanlos ii dos valours negatives de la memo quantile. On 
doil ajoulor <{ uo cos doux espoces d’axes reels coincident avec los 
doux droilos qui divisonl on parlies egales les angles formes par los 
asymptotes communes ii loules les hyperboles donl il s’agil, ot quo 
cos deux droilos, perpcndiculairos enlre ol los, sonlprecisemenl cellos 
quo Pon determine a Paide des formulos ( r /| 9 ) cl(i 5 i). 
horsque la quantile K s’ovanouil, les equations (1) el (2) ropro- 

OJiwiea ile C, — S. 11, t. V. 36 
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M’ntcnl los asymptotes communes mix diversos hyperboles, el. les 
angles a, ft, y, tie ter mi lies par ies for mules 04<)) el ( rf>i). rdpondonl 
lou jours mix deux droiles que nous venous d’mdiquor. 

La reeherrlie des axes do la eourhe representee par les equations ( r) 
et ( 2 ) doviemlrail heaueoup plus facile, si I’ou suhsliluaif ii ees 
memos equations la formule { 1 3p). Alors, en ell'el, on devrait rein- 
placer, dans la formule (tfOj, les quantiles A, 11, I 1 ’ par A., ill,, fu le 
cosinus de I’anglo v par Punilc, et les quantiles C, I), 15, cos'A, eosu. 
par zero, On trouverait de cette maniere 

(102 ) ,s -! — ( -Jls till ) s -i- *U 1 > -- ,T 2 ~ o. 


Cette derntere equation, qui s’accordc avoc la (brnmle ( 10 ) de la 
on/demc Levon de Calcul dilTCronlioI, a evidemment deux raeines 
retdlcs, savoir, 


053) 


'At llil 


// 4> - V 

+ v (---) 


• 1 - P, 


4, 4 ill, 
2 



et cos deux raeines sont dcs quantiles de memo signe oti de signes 
conlraires, suivant que la difference 4.ii!> -- p- cst positive on nega- 
tive. Dans le premier cas, on tiro des Tommies (r5o) 

( 1 5/| ) K - 1 - jp'j — -.1, 4 - il!,, - •-'■nil, -P. 


Nous 1’crons romarquer, en lerniinanL cette Lotion, que ies Ibr- 
mules(39), (ijo), (iod) indiquent eertaines proprietes des courbes 
ou des surfaces du second degre. Ainsi, par exemple, si I’on eon- 
sidero une ellipse representee par I’equalion (jdt)), tit si Ton 
nomine /•„, /■, Ies rayons vccteurs menes du centre de l’ollipse aux 
points oil olio rencontre les axes des \ et dcs •/), on aura 
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t*l * p*ii' suite, la premiere des equations (i5 / i') donnora 



Cette dornierc fornnilc comprond un theorem o quo l’on pent 6noncer 
eoinme il suit : 

TiikoiuvMI', I. — Si, dans line ellipse, on metie urbit retirement da centre it 
la circumference deux rayons vecteurs e/ui se coupenl it angles droits, et 
si Von divise successivemcnl V unite par le carre de chacun dc ces rayons 
vecteurs, la somme des quotients sera une quantile cnnslante cgitle ii la 
soinme qu'on obi landrail en faisunt eomrider les deux rayons vecteurs 
aver les deux d end- axes de l’ ellipse. 

Lorsque l’equalion (i3r)) represent!* into hyperbole, on obtient, en 
ohangeant souloincnl le signe de la quantile K, une see.ondc hyper- 
bole qui a le meine eenlre, les memos asymptotes et les memos axes, 
avee eotlo difference, quo l’axo reel do la premiere est perponilicu- 
lairc a I’axc reel do la aocondo. Nous dirons quo ees deux hyperboles 
soul conjuguecs 1’nno a PauLre. debt pose, en siibstituant ii I’cllipse 
tin systemic do dqux hyperboles conjuguecs, on roconnaUra facilcment 
quo le theoremo 1 devra ctro romplace par la proposition suivante : 

TiiKoniim II. — Si, apves avoir trace! deux hyperboles conjuguecs 
Vune d V autre, on menu- arbitrairemenl dtt eenlre common de ces deux 
hyperboles, soil a Vune d'elles, sod ii Vune el a V autre , deux rayons 
vecteurs qui se coupenl d angles droits, el si Von divise, successivemcnl 
V unite par le carre da chacun dc ces rayons vecteurs, la somme des 
quotients sera une quantile! eonslante, pouivu que. dans celle somme on 
premie loujours avee le signe le quotient relalif d Vune des hyper- . 
boles, el avee le signe — le quotient relalif d V autre. Par consequent, la 
somme. donl il s'agil sera loujours egale a la difference enlre les quo- 
tients qu’on obliendrail si Von die is ail successivemcnl V unite par le carre 
du demi-axe reel de la premiere hyperbole el par le carre tin demi-axc 
reel de la seconde. 
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lie venous mainlenant a la surface courbe 
lion (r) el conccvons quo I’on dcsigno par 
dos valours numenquos dcs rapports ^ 


roprc'senldc par I’equa- 
/•,, r,, los racines rumirs 

> on sorto <| ii ’ mi ail 


K 

A 


K 

Ji 







On lircra do cos dorniercs equations, rouiiies aux formulas ( 7a) el it 
la premiere dcs equations ( 3 p), 



Si la surface ( 1) osl colic d’un ollipsoido, on aura simpleiiiiml 



Dans Ic memo cas, /■„, r. } rcprcsonleronl trois rayons veclmirs qui 

so couperont ii angles droits, ct I’on pourra, 011 consequence, enoneer 
la proposition suivanlc : 

TimoiUvMK II T. — Si, chi cent re dan ellipsoid e, on inene arbilrairement 
d la surface irois rayons vecleurs qui sc coupenl d angles droits, et si l' on 
divise successivement V unite par chacun da ces rayons reel ears, la som/nr 
des cams des quotients sera line quantile constants, egale d la sorntne 
quon obhcndmil an faisanl coincider les trois rayons vecteurs aver fes 
moilies des trois axes de Vdlipsoide. 

Lnrsque I’equation (x) represcnlc un hyporboloidc, on oblionl, on 
ehangeant seulemcnt le signe do la quantile K, u 11 second liyperbo- 
loi'dc qui a 1c memo centre et les memos axes, aveecotte difference, 
<|iie 1*1111 des deux Iiypcrboloules presentc deux nappes distinetes, 
1’autre une seulc nappe, et qua les deux axes reels du second sont 
porpcndiculaires a 1 ’axo r6cl du premier. Nous dirons quo oes deux 
hyperbolo'ides sont conjugues t’un ii [’autre. Cola pose, on examinant 
avec un peu d’attention les diverses combinaisons dc signes quo pout 
ofiYir I’cquation (i 56 ), on etablira sans peine le theoremo suivant : 


0 A 1 0 U L !) I F F E U E N Ti 15 2K5 

TiiEouftMi* IV. — Si, apres avoir trace deux hyperboloid cs eonjugues 
run it l' autre, on menc ar hi inurement du centre common de ces deux 
hyperbola ides, soil a Van d*eux> soil a Van el a V autre , trois rayons 
oecteurs <{u\ se eoupent a angles droits , el si Von divisc successimnent 
V unite par le carve da chacun de ces rayons vecleurs, la somme des 
quotients sera une quantile constant e, pourvu qua dans cette somme on 
prenne aver lesigne -y tout quotient relatif a un rayon de V hyperboloule 
a une nappe , et am: le signe — tout quotient relatif a an rayon de 
l autre hyperboloule. Par consequent , la somme doni if sag if sent fou- 
jours (l gale a la difference qu on ohtiendrail si, apres avoir divise l' unite 
par les ear res des /unities des axes reels des deux hyperholoides , on re - 
tranchaif le quotient relatif a V axe red du second de la somme des quo- 
tients retail fs (tux deux axes reels du premier ♦ 
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SEIZIEME LECON. 


DtFPAnrM'ji'LLr nr lAutn n’l-M, cornm: QiuacoNQUi 7 . sen ms houiwks rr u>s ruhfacks 

COUltlH.S QLM sn COUPON T Oil Sli TUUC11KNT liN UN I'OLYI’ DOXNtf, 


Concevons qu’uno courhe quclconquo clant roprosonlec par deux 
equations entre los coordonnccs roctangulaircs x, y, z, on appello .? 
l'arc do colte courhe conipris cnlre un point (ixe el le point mo- 
bile (x,y,z). Si l’on attribue h l’abscissc x un aceroissomonl Ires 
petit Ax, les variables y, r, x croilronl. ollos-momes do quantiles po- 
sitives on negatives, qm seront Ires polilos (abstraction faile do lours 
signes), et qui seront represontecs par Ax, Ay, Az, Do plus, il esl 
elair quo la eorde do l’arc ±As, ou, on d’aulros tonnes, la distance 
du point (x, y, s) au point (.cw-Aa?, y -i-Av, s -t- As), sera nunidri- 
quement egale ii 

y'd.r 2 h- Ay a -i- As-’. 

Cola pose, pour determiner Cacilement la dilFcrcntiollo do 1’aro s, il 
sufiira do rccourir ii un principe asscz evident, savoir, qu’un triis 
petit arc do conrbe sc confond sensiblcmonl avec sa projection sur la 
tangento menco par un de ses points, c’esl-ii-dire quo lo rapport du 
petit arc ii sa projection so reduit sensibleinent a I’unitd. Kn oflbl, la 
projection de l’arc elantla me me chose quo la projection do la eorde, 
et le rapport do la cordc ii sa projection clant cgal an cosinus do 
Tangle forme par la corde avec la langcnte, ou, on d’autres tonnes, ii 
une quantile qui diflero tres peu do l’unile, il suit immedialomcnl du 
principe ci-dcssus ononce qu’un Ires petit arc sc confond sensiblo- 
ment avec sa cordc, e’est-a-diro que le rapport d’ltn arc in/ininient 
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petti a sa cor tie a I’unitd pour limitc ( 1 ). Cello proposition, clan ( 
adinise, on on dcduil la formule 

10 t dL 

\/A.r - m - A V 2 •+ As J \Jdx‘ •+■ dy* -i- dz* 

do la q nolle on tiro 

{ a ) ds - -J; \l7hd^ dj- ~dz\ 

On aura par suite 

(3) ds"-—- dx* -{- dy*-\- dz-. 

Si Ton prend x pour variable indepondanto ct si I'ori fait, pour 
abreger, 

d[r v , ds _ _ 

7ii: ~- J ’ dJ:~'~’ 

la formula (a ) donnera 

( \ ) da . L* \/ r /- ~h z ' 2 d,r. 

11 ost bon d’obsorvor quo, dans (’equation (/j), on doit reduiro 1c 
double signe rJ: an signe lorsque l’arc s eroit avec l’abscisso x, 
o( an signe — dans lo oas conlrairo. 

Si, dans Ies cq nations (/>) do la treizieme Leoon, on substilue an 
radical i/r/a? 3 + (ly~ H- ds* sa valour lireo do 1’isqualion ( a), on ob- 
tiendra run dos deux system os do f’orimilos 


(•j) 

eLr 

cos — • 

ds 

cos|3 ™ 

dy . 
ds’ 

dz 

cosy 

, ds 

(G) 

ctai 

COS 0-;: 

ds 

eos|3 — 

dy 

7 It' 

eh 

C0S ? = ~ds 


Lo premier syslemo dovra el re employe pour la determination dos 
angles «, p, y formes par la langcnle a la courbe avee los demi-axes 

( i ) On [jourrail consitlorer rolte do micro proposilinn coninie 6viiicnlo, ol la subsiitucr 
au principo tiuoned plus haul. iMais il paralt convcnahlo do fairo sorvir 4 la niosuro do la 

longueur cl’un ires polil arc do courho, passnnt par un point donn6, cello de Louies les 

druilos qui s'on rapprocho lo phis dans lo voisinago tin point doiH d s’agit (voir ci-aprcs 
la vingt'-ot-uni6mo Lc^on). 
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dos coordonnecs positives, si colic tangent e a (He prolongin' dans l<> 
memo sons quo Pare s. Au contraire, los audios (lout il s’agil seronl 
ile term in 6s par le second sysloinc do ionnules si la tangento .i ole 
pro Ion goo on sons inverse. Cost co cfiio l’on prouvera sons peine it 
I'aidc ties raisonnonionts tlont nous avons deja (ait usage dans lo eas 
des courbos pianos (now la page 88). 

L’angle aigu forme par la langcnto au point (a\ ,v, s) avec lave 
dos .v cst co (ju’on nomine Yinclinaison (le la lange/Ur on V incltnaison 
de la courbe par rapport ii cot axe. Si Pon designe par t eetto moli- 
naison, Pangle z sera evidcininonl cgal ou ii Tangle a ou au supple- , 
ment do a. On aura done cost — ± cosa, et Ton lirera de la premiere 
dos equations ( .'7 ) ou (G) 


(7) 


- 4 - lix 

COTT = ± 75-» 


els 

socr --± 


Si, dans cos dcrniorcs, on subsliluo ii ds sa valour time de la for- 
mule(4), et si Pon observe quo t represente un angle aigu ilonl le 
cosinus et la secanle soul nccossairenient posit ils, on trouvora 


(») 


COST — 


\/l -+- J‘ 1" Z 11 


soct -- \/ 1 -i- y'- -i- z' 1 . 


Pour montrer une application dos Tommies ei-dessus clablios, eon- 
siderons Phelice reprosonleo par los equations (38) do hi trei/.ieme 
Logon. La valour de cosy detormineo par la derniere dos fornuiles (/|o) 
de la memo Logon sera constante, et les formulcs (5) ou ((>) donne- 
ront 


els ■ 



En appliquant h Pequalion qui precede les raisonnements par los- 
quels nous avons, dans la septiemo Logon, deduit la formulo (a5) de 
la formule ( 24 ), cL designanl par Az un aecroissomcnl llni altribne ii 
la variable z, on trouvora 

1 j Ag 

A s — i: 

cosy 


( 9 ) 



CU.CM, IHI'TKIIKN TIKI,. 


i»H» 


0 iiillnirs, 7 alanl I anpdn Icinur pm* la landau la h I'lialiaa hmt |'a\n 
,l *‘ s -• ‘ r i) sy ri*|in«Hi.|ili* avidainmanl In pnrlinn da la lan|,'anla ipii a 


|mmii‘ prujaalmn I a\i‘la Inn^iMMir 1 An. On panl ill an 'nr 

III proposition stihanla : 


I III nin mi I . /'liar oblcnir an arc il lichee eompiis nil re licit. v points 
( •*’, ct t .a i \ i At, i Ar. ), // sufjil tic metier par Ic premier 
ttnc fattpettle ii I lichee ti i/r c/ici cher In pur! nut tie rclti' laiipcnlc tpli w 
Ironcc rciijcr/ntv nitre In plans tunics perpetnhea/aiteineiil a /'a,vc </c 
!' lichee par tes i/rirr e.v! remit c\ tie / 'are, 


Si, | ion r (Kar Ins hlaas, on nmtipla I’am a h parlir dn pninl nil I’lia- 

liaa raiiannlra I nxa das ,r, al si I on siippnsa la ipinnliln ,v pnsiliyn an 

Ii'inpa ijua rauula p al rordmmnn alms, an siihslilnanl an\ 

pninls ( .»*, T, a), (.a | A.r, v i At, a l An), li*s ilanx aNlrninilas da 
I’ara s, Mi\iiir : la pninl nil I'haliaa rnnannlrn l'a\n das ,a, al la pninl 
I a, y, ), mi nliliamlrn, ail lian da I 'i’mj iisit inn ( ;j ), la liinnilln 


V i 

nisy 

i| in* las ai|iialinnsi III I al ( 'in ) eh 1 la Irniziamn hatpin radiiimiil ii 

i 

(I'M A ( I I II ’ l ' 1 lt/». 

II rnstilln dn aalla dnrninrn t|na, pnnr aval liar I'iiit ,v, il snllil da mill- 
lipliar In prnjaalimi da nal lira siir nti plan pnrpaiidiniilairn ii I’nxe da 

I'haliaa, a'asl-ii-tlira la prndnil ll/< par la liirlmr nnislanl ( i i a )\ 
llniisidaroiis iiiaiiilananl dau\ annrlias i|nalanjii|tins. Snianl .a, r, ; 
las ronrdnnnhos da la pramiara amirha al s I'ara da a, alia annrlia nun- 
prisaiilra tin pninl lixn al la pninl innliila ( ,a, T, n ). Snianl da mania 
ij, Yj, ’£ las anordnnnaas da la saanmla amirha id ? I’ara da aalla sacnnda 
amirha r.ntnpris anlra nil pninl lixa id la pninl innldla (tj.vj.ij). On 
Irmivera 


i Is ’ tit ' 1 g t!) "• i <!: 


0 i) 


fWr/nvr* ttv (.*, 


S. II, t. V, 


'Ii' 1 1? i 'W I </y. 


:1 7 
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Do plus, si los tangontes ntenees ii la premiere eourlx; par l<> point 
(x, y, sjetii la seconde courho par lo point (?, V], '() son! proltmgeos 
dans les memos sens quo los aresjot s, olios formoronl, avec los tlomi- 
a\os dos coordonncos positives, dos angles dont los cosinus soronl 
rospectivoniont ogaux, pour la premiere langento, a 

d,r tly dz 
ds ’ ds ' ds ' 


of pour la seconde langento, ii 


d- dt | dt 
dl’ di’ dT 


Par suite, si l’on nommo S Tangle quo los deux tangontes Idrmenl 
cnlre olios, on aura fen verlu dc I’eff nation (/|8) dos Proliminaircs | 


| 12 ) 


COSO = 


d.r d> dy do 
ds dq ds dg 


dz dt, dx dg -I- dy dt] -|- ds dt 

ils dq ds dq 


Los deux tangcnlus deviendront parallelos lorsqu’on aura 


ti3) 

mi Lion 
04) 


di dx 

7/q ~ ds ’ 


di dx 

dq ~~ ds 


do 

_ dy 

dt ds 

d i 

“ ds ’ 

di " ds ’ 

d y ) 

dy 

dt __ dz 

~di~ 

~ ds ’ 

di ' ds 


II Paul observer d’ailleurs quo les formuIos(r3) ot(r/|) peuvont olro 
remplaeees par la scufc formule 


(j5) 

de laquelle on decluit 


dj _ do dt 

dx dy dz ’ 


4 _ _ d t \/dt?±ch fyrd? _ _ h di 

dx dy dz 4 - dy* H- dz* ~ ~ ds 


Ajoutons que les deux tangentes comprcndront outre dies un angle 
droit, si I on a cos<§ = o, et par consequent 

( \&) dx dq -+- dy d/] -j- ds dt — 0 , 


C.V I.CIII, niri'HltlCNTIHI 


>2!) I 

Si, (lull-' l’r<|iialiim ( r> >, on snlislilne pour <h rl <k I rut's valours 

I i rot's des 1*01*11111 h‘s (in, mi Ira la stt i \ an I c : 

ih (I 1 1 / 1 thi 1 iln/'^ 

I I • 1 i ' iii'i ’ 

\ 1/ r' 1 1/1 1 i/s J \ il^‘ 1 il<i' 1 </£ J 

l.oi'M|iio, dans rrllr drniirrr, on nr drlrrininr pus Ir sippie dn srroinl 
inriiilirr, rllr foil mi I den\ valrnrs dr milrriurrs rnlrr zero rl r., 

1 1 1 11 rrprrsrnlrnl I'iiiij'lr ai;;ii rl I'linplr olilns nninpris rnlrr Irs ilruv 
(nnpenlrs proloii^rrs indrfiitiinrnt ilr pari rl d’anlrr drs points 
I .r, ) , a ) rl ( / r 'C ). 

I, oi''(| nr Irs ilrll \ roiirlirs m‘ rrnroiilrrnl rn 1111 inrine point, riles 
soul misers fVtrnir r rnlrr rllrs Irs mrmrs angles i|iir Irs Innpp’iilrs 
mriirrs par Ir poinl doiil il s'a^il. Alors on a, pour Ir pninl dr rrn- 
rniilrr, 

t is 1 >i > > * 

rl Irs anplrs <|iir Irs if oil \ runrlirs I’nrinrtil rnlrr rllrs roinridnil rvi- 
drmnirnl avrr Irs valrnrs dr 0 , rrnlrrntres rnlrr zero rl z, i| ui vrri- 
lienl 1 * 1 * 1 ) 1111 1 i on < 1 •; )> 

On dil ijnr i|rn\ roni'lirs irarrrs dims I'rsparr Mini uminitrs 1 ’nnr 
ii I'itnirr lorsiin’rllrs sr rmipril! ii angles droils, rl <|ti’r|lrs soul lath 
i-rtt/rs, mi i|ii'rl|rs sr latirltritl. lorsipi'rllrs onl, rn mi poinl qiii Irtir 
rsl ruin in ilu 1 tl 111* lim;(rnlr roiniiimir, r’rsl ii-dirr lorsijnr t'iin^li 1 nip'll 
nmipris rnlrr Irs doll v rmirlirs s’rviinonil. Dans Ir prrmirr rus, la 
lorinillr ( ill ), oil 

</)• ilu >1 ■ tl ; 

«"•> 1 1 ,/, 1 ,/.»■»/.; "• 

rsl verifier pour Ir poinl d'inlrrsrrlion ; dans Ir srrond i'iis, Irs roor- 
donnrrs dn poinl dr roiitnrl vrrilirnl la Idrmnlr (in), on, rr (|iii 
rrvirnl an iiiomo. Irs drn\ ri|iialimis 

tin ilv ill, 1 h 

l '"' ,li il.r ' ./• ,/./ 

II rsl rssrnlirl d’nlisrner tjm*. dans Irs divrrsrs In rum lex ri-drssns 
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etablics, Ics d i (To pen tiellcs disparaitront lontos tin memo Comps quand 
on aura elimind ds, d,, dy, <lt\ . dz cl d'C a 1 aide dos formulas (it) 
rnunies aux equations differenliollos dos couches proposers. 

Ricit n'ompcclie do snbslilucr, dans los Equations do la seconde 
o.oiicho, Ics loti cos x, y, z aux lollres l, vp £ ot do prondco onsnilo 
I’ahsrisse x, corrospontlanle a un point do I’uno on do J’aulco 
courlio, pone variable independantc . Aloes los premiers el los 
seconds members des formulas (20) dovronl dtre rein places par los 
valours dos derivecs 

dv , dz , 

d.r " dx " ’ 

tiroes des equations dos deux couches, el, pour quo cos couches so 
louchcntau point dont 1 ’abscissc est x, il sullira quo los valours dos 
quatre quantiles 

y< y > s i 3 * 

relatives an point dont il s’agil, roslonl los memos dans lo passage do 
la premiere courbe a la seconde. An rcslo, celte proposition est dvi- 
dente, car, si les conditions qu'oii vient d’enoncer sunt remplios, il 
osl clair epic, pour I’abscisse x, Ics deux couches auront non soulo- 
ment 1111 point commun, mais encore la memo langonlo. 

Nous allons mainlcmint etahlir 1111 lb do re mo qui est fort utile dans 
la Ihdoric dos contacts des courbes et quo Ton pout dnoncor commo 
il suit : 

Tiikoiu'me II. — Elant donnees deux combes qui se louchenl, si, a 
parlir du point da contact , on porta sur ces courbes , prolongdes dans le 
mdme sens, des longueurs egales, mais tres peliles, la. droile. qui joind/a 
les extremiles de ces longueurs sera sensiblcment parpen diculait a a la 
Uuigenle commune, aux deux courbes . 

Demonstration, — Supposons que les longueurs dgalcs, portdes sur 
la premiere et la scconde courbe a parlir du point do contact, abou- 
tissent, d’une part, au point (x ,y,s), do I’autre, au point (!j,7), *). 
Soient de pluss et? les arcs renl’ermes : r° entre un point lixe do la 
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premiere eourbe et le point (.r, y, 5); 2° outre un point fixe do la 
sooonde eourbe ot lo point ( 5 ,v|,^). Tandis quo Ins coordonnees 
<j, 'r\,‘C varicront simultanemenl, la difference 


restera invariable, oU’on aura, on consequence, ; = $ + const. 

(’ll) dq — ds. 

So i 0, nt d’ailleurs a, ( 3 , y Ics angles quo forme avec les demi-oxes des 
coordonnees positives la langenlo commune aux deux courbos, pro- 
longed dans lo memo sens que les arcs s ct a la longueur de la 
droile nienoe du point (Sj, vp 0 an point (.v,y,z), enfin A, p, v les 
angles que I'ormo celte droite avec les demi-axes des coordonnees 
positives. On aura sensiblcmcnt 


(23) 

fix dc 

COS (7 =r V- -y- » 

as (tq 

a dy do 

c° 8 P ■=■£ = *’ 

cosy := 

ds _ 
ds ~ 

dH 

ds' 

(•<3) 

H \/( X - 

-c) i -\-{y~oy-t-(z 

-sr, 



{ 2/1 ) 

COS )k tt ~ 

a 

,}' — n 

COS fA — — ) 

eosv — - 

-K. 

« J 



of 1’ on tirera dos formules ( 1 1) reunies a liquation { 21) 
dx- 4- dy 1 4- ds 1 — d ^ 1 4* do 1 -t- d £*, 


011, ce qui rovient an mfimo, 

( 35 ) ( dx 4- dq ) (dx — ) 4 - (dy + dn) {dy — do) 4 - ( dz 4- (K ){ds — dt, ) = 0 . 

Or les equations (22) donneront 


(26) 


d - v + ( ]Z - df + dp - — — ds + ds = 2 ds. 


cos« 


COS p 


cosy 


De plus, cn appliquant aux seconds membres des formules (24) le 
principc enonce a la page 91, on reconnailra que les quantities cos A, 
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cosy., eosvpenvenl etre doferminees approximalivemonl par los for- 

in tiles 




cos? — 



ros/J 


dy — df] 
ch 3 


cosy " 



On aura done, a Ires pen pres, 

06 ) =. = ± S ;-X r-_ ,fc. 

cos A cos fj cosv 

Cette derniere equation sera d'autant plus oxaole quo los points 
(x,y,s) et (^, v], <^) se trouveront plus rapproehes du point do con- 
tact des deux courbes. Si inaintcnanl. on rcmplaco, dans la for- 
mulc (20), los soimnes 

cLc + d'i, dy -I-- di\, dz -f- d' 

par les quantiles cosa, cosfi, cosy, qui sont outre dies dans les memos 
rapports, e( les differences 

dx — dz, dy — (If), dz - dZ, 

par des quantiles proporlionncllcs a ces differences, savoir : emsA, 
cosp. et cosv, on trouvera clefinilivemcnt 

( 2 9) cos« cos). + cosj3 cosp + cosy cosv — o. 

Done la droile mcncc du point (x, y, s) au point (£,•/], £) sera sensi- 
blement perpendiculairc a la tangente commune aux deux courbes, 
ou, cc qui revientau incinc, sensiblcmont parallclo au plan normal. 

On pourrait, dans 1 c Iheoremo, qu’on viont d'olablir, remplacor la 
secondo courbo par une droite tangente a la premiere, et Ton obtion- 
drail alors la proposition suivantc : 

lm.0m.1ifc III, St, a parin' d itn point domic stir une courbe, on 
porle sur celle courbe et stir sa tangente, prolonged dans le mfime sens, 
des longueurs e gales el Ires pel lies, la droite rjui joind ra les exlremites 
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e/r m longueurs sera sensiblement perpendiculaire a la inn genic, on, re 
qui reeienl au me me, sensiblement para (Idle a a plan normal. 

Coneovons, pour fixer los i docs , epic Pon designe par ichacune des 
longueurs ogalcs porters sur la courbe cl sur la langcnle ii parlir du 
point domic. Lcs angles formes avoc les demi-axos des coordonnccs 
positives par la droitc qui joindra les oxlremiles do cos deux lon- 
gueurs soronl des fonelions dc i ; ot, si Ton faiL converger i vers la 
limite zero, ces angles convcrgeront, en general, vers cerlainos 
limiles, el s’approcheront indefinlment dc eeux <|iii determinent la 
direction d’uno certaine nonnale. avee laquelle la droiLe. donl il s'agit 
tendra do plus en plus ii se confondre. Olio nonnale, qui merile 
d’etre romarquee, est cello quo nous nppollerons nonnale prineipule. 
Pour en fixer la direction, il sullirail. de, reemirir aux formulcs (27 s ) 
ot au principc enonee ii la page ()k On pout aussi arriver Ires facilc- 
ment au memo but par la imHliodo quo nous aliens indicfiier. 

Dosignons par ,r, y, 5 les cormlonneos <ln point do la courlie qui 
coincide, non plus avec fox Ire mite, mais avee I’origine de la lon- 
gueur i, e’est-a-dire les coord ounces du point par lequcl on mono 
une tangenle ii la courlie. Soil loujours s Pare compld sur la courbc 
outre le point (aqj, s) et mi point lixe place do msmicre que la 1 on - 
guour i serve do prolongcmenl a Pare s. Soient encore a, pi, 7 les 
angles quo forme avec les demi-axes des coordotmees positives la 
tangenle au point (sc, y, s) prolonged dans le memo sens que l’arc.v. 
Si I’on pi'cnd cot are pour variable independaiito, Pextremile dc la 
longueur i, porlee sur la courbo, aura cvidommenl pour coordonnccs 
Lrois expressions de la forme 



1, J, K (levant s’evanouir avec i\ tandis que l'exlrcmilo (Pune autre 
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cost;., cosy pen vent <i(rc dolorminees approximalivemenl par les lor- 
mules 


( ,J 7 > 


COS? -~ 


dx — d't 

~d*~* 


d) — do 

C0Sf , 


cosy - - 



<K t 


On aura done, ii Ires peu pres, 


(9-Si 


dx — di _ dy — dn dz — d% _ 

COS A COsp COSV 


('cite dernierc equation sera d’aulanl plus exacte quo. les points 
(\t\ r,5)et q,£) sc IrouvoronL plus rapprochos du point do con- 
Lacl des deux courbes. Si maintenant on rcmplace , dans la for- 
tmilo (a5), les sommes 

dx -+- f/f, dy + do, ds + d$ 


par les quantiles cos«, cos^, cosy, <ju i soul entre olios dans los memos 
rapports, et les differences 

, dx — dci dy — dr), dz — dZ, 

par des quantiles proporlionnollcs ii cos differences, savoir : cosX, 
cost/. et cosv, on trouvera definitivement 

( 2 t)) cos« cos). ■+- cos{3 cosp + cosy cosv -t o. 

Done la droito mcnec du point (x, y, z) au point (!;, q , '(,) sera sonsi- 
blcmenl pcrpcmliculairc a la tangento commune aux deux eourbos, 
on, eequi rovieiil au memo, sensiblemcnl parallclo au plan normal. 

On pourrait, dans lc Iheoremc qu’on vient d’dlablir, romplacm* la 
socondo courbc par unc droito tangento ii la premiere, el Ton obtion- 
drait alors la proposition suivanle : 

TiiuonoiB III. — Si, a parlir d’ua point donne sur unc com be, on 
porte sur ccltc courbe cl sur sa tangento, prolongees dans lc md/ne sens, 
des longueurs egales el Ires petiles, la droile (jin jouulra les extremilcs 
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a«i> 


i/r <rv h>ti purlin sr/n smsihlnin nt /xr/ir/n/iriifuin a In lnn"cntr, on. re 
i/ni rtvwnl an srtisibfr/nrnl /tain/lr/o nil />ln/i not inn/. 

Conrovous, pour li\i>r les idees, qnc I'on desipne par / rliarnnr des 
Innpiieurs porters Mir In rniirlic cl Mir la Iniij'rnlr ii parlir ilu 

point donne. I.rs anples formes aver les demi-nxes lies roordonners 
positives par la drnilo <|iii joindra Ics rxlrrmilcs dc ccs ilni\ line 
pnenrs mtoiiI lies I <> ii i*l ions ill* t\ cl, sj I’on J'a i ( ronverprr / vers la 

limilc zero, res angles verpcronl, cn {reiirral. \rrs ccrlauics 

limilcs, i*l s’approrhcronl mdclininienl dc crux qni dclrrniinrtil la 
ilircclion il ’ii lie rcrlainc norinalr avee laqnrllc la drnile dun I il s’ajrjl 
lend ra dc plus cn phis a sc rnnfondrr. Celle imnnalc, qni nierile 
d'etre remarquee, csl relic qnc nuns appellernns not rnn/r /ni/iri/mlr. 
l*on r cn li\er la direction, il stillirail de rceniinr mix ronniili's ( •*” ) 
cl an |irincipi> euniire ii la pnpe «)’». On pcnl aiissi arri\er Ires facile' 
nil'll I an nicnie Iml par la inellindc qne mnis allnns indiqncr. 

Dcsipnons par .»•, r, :• les roordnniiors du pninl dc la emirlie qm 
cnincidc, non plus aver I 'r \ f re nt i I e . mais avee I'nripiue dc la Ion- 
piicnr i, c’esl-ii-dire les rnnrdnmioes dn pninl par leqnel on incur 

line Innpenlc ii la conrlie. Soil lonjoiirs v siir la conrlie 

enlre le pninl < .i*. i , a ) cl nil point li\e place de man i ere qite la Ion ■ 
piteitr / serve de proloiipeinenl ii I'arc Soienl encore r i, Jh *' les 
anpli's <| tie lurnie avee les dcnii-axrs dcs conrdoiinees positives la 
lanpeiile an point ( ,r, r, a) pmlonpcr dans le inrinr sens qnc I'arc s. 
Si I a n ii proud cel arc pour variable indcpciiilanlc, I'exlremile de la 
lonpneiir /, pnrlee stir la conrlie, aura evideuinienl pour coordonnees 
trnis expressions de la I'nrine 


i :to i 



,’ r /‘r 

1 th 

1 a ' ,/e 

.»/>' 

/’ ,/' 

1 ,/s 

' its* 



' ih 

•i ' ih< 




I, J, K (levant s'evanoiiir avee /; landis qnc I'extremite d'nne mitre 
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longueur 6 gale it i, porlco sur la tan gen to et comptec dans lc memo 
sons quo la premiere, aura pour coordonnecs 

,clx 

x 4- i cos y — x 4- i — r > 
ds 


Mi) 


/ j-ht'eoS|3--j -h 

.riz 

s + 1 cosy — z -+■ < -^r> 


Uida pose, si Ton nomine a la distance comprise on Ire los extremilds 
dos deux longueurs, et A, p., v les angles formes avoc los domi-axos 
dcs eoordonnees positives par la droitc qui, parlant de I’exlreniite do 
la soconde longueur, sc dirige vers rcxlrdmite dc la promidro, on 
aura evidemmenl 


(3i) 


(33) cos?> = 


' * tt r=i — . x 




cosv 


9 V ds* 


<*U pju 4 suite, 


cos>. 


COS/JL 


cosv 


r/',r , d 2 y . 

-,F +I -^ H - 1 


cPa 

ds- 


--r- K 


(3 




Si, maintenanl, on fait converger i vers la limilc zero, les valours nu- 
mdriques de l, J, IC decroitronL indefinimenl, et, cn passant aux 
limilcs, on lirera de la formulc (3/j) 


(35) 


cos}. COSjU. cosv _ 

d*x d l y d-i 


[ / d 1 x\ % (d'- Y y fd*z\*V 
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Mil, ft' l|lli ivvicill iltl IIM'IIH*, 


•»!»7 


ruW rn?w/ rosy i 

' | ., „ . „ 

4 ■ 1 1 ft ‘M II <t\\ ) \ \i! ■ ) I 

Lrs angles A, p,, v drtrrniinrs par crllr drrnirrr IWninlr sun! mu \ 
t|ifi sr I rtm v< a nl nnmpri.s mlrr la norma I c* pri in 1 i jki It 1 prnlniij'rr dans 
(in rrrlain sms rl lrs r I c» n i j - a \ os tins rmmlunnrrs pusilivrs. La nirmr 
Inrumli 1 drvrail rlrr rrmplarrr par la siiivanlr 


i ■'»; ) 


rns/ rosp rnsv 

^/ ! i // ' p #/ 1 j 


i 

| ( tl ' 1 n’ i i //’ j i J 


! </\i )’ |’ 


si la imriiialr pmiripalr avail rlr pmlnn^rr on simis rnnlrairr. Ajnn 
Ions < 1 1 1 r Irs «*i| lial inns ( ll> j rl i '[*; ) son t rrnlrriurrs l % n n r rl Kan I rr 
tians la son h* rijnaliun 


l ,IS ) 

ill* laijnrllr mi lirr 


rih/ nisp i’hsv 

*/\r * 1 ' > </' . 


rns/, rusp rusv 
</’ r t( A ) 


|(r/ f n' I i tf\} i*. | o/’.n ' 1 p 


I! srrail fnrilr do s’assiirrr tl i n^ol onion I <| n o la druilr i|iii passr par 
lo pninl i.r. r. 1*1 formr nvrr lrs ilorn i-a\os dos i^noriloiinros posi * 
I i \ os d os imtflrs drlrrminrs par la Inriniilr < AH >, rsl n no drs nurmalt^i 
m i* nc <a os par lo point i.r, r, ;w a la run r ho dnmirr. Km o I ] o I , si I’un 
d i llo ro o t i o Poi| n ;t I in n < I ), on rnuddrraul Imijnnrs a rnininr vanahlr 
i nd i* [io lid an I <* • cm aura 

f .h) i tLv //'.r i tl \ tf* \ i i/ , tf\ h ; 


puis, i'll avail! r^ard ii la Innmilr (AM) rl ii Lri|iialinn ( (> ) dr la 
Irri/.irnir Lrrun, nil Innivrra 

nrwro^A | rmf4rnsp \ o tis y rnuy ii. 

hone, la tlmili' mi i|iim»linn scm ii In Imi^ciilr, on, mi 

il'imlnm Imiics, i*l 1 1 ' st’i'ii niM'iiialr ii In niurlir |ii'o|himt. 


f V ttvt j i i/i f'i 


S, II. I s 


;s 
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tin prennnt toujours Parc s pour variuhlo i ti dept* n dan Lo , on tiro dos 
equations (5) 

, dvobff _ d s .r <7ens|3 _ d\y //cos y _d l z 

^ 1 ^ da ds* ' ds ds* ' ds " ds* 


Pur consequent, la formula (38) pout dire rddiiilo a 


. , . COS?. _ eosp COS'J 

d cos,« d cos [3 <7 cosy 

Si I’on cossait do promlro Pare s pour variable iiiddpomlanlo, la 
formule (35) deviendrail inoxacle. iMais la Ibrnmle (4i) exislornil 
Lou jo urs ; ol, on suhstituant dans collo-oi, a la place, do e.osa, cusp, 
cosy, lours valours tiroes dos Cor mules (.5), on trouvorait 


(1i) 


r,os). _ cosjut cosy 

<&y =7 ($r <€) 


Obsorvoifs encore quo, dans lo cas Oil la courbo domino so rdduil 
it line courbo piano, la nonnale principalo osl evideininont cello (|iii 
roste compriso dans lo plan do la courbo. 

Los angles 1, |J., v dtant lino Ibis determines par ios formulos (3.5 ) 
on (4'i), il doviont facile d’obtonir los equalions do la normalo prin- 
cipalo. Hit ollbl, si Pon nomine. £, q, '( los coordonndes (Pun point 
([iieleonque do cotlo droito, on aura | on vortu do la forniulo (»o) dos 
Preliminaircsj 


(43) 


g — * __ n — y __ C ~_s . 
cos). eosp cosv ’ 


puis on on conclura, on supposant quo Pare s ost pris pour variable 
indcpondanlo, 


(44) 


5 — * ~ ’IzzZ _ C — _ s . 

d’-x ~ d*y ~ d*s'» 


ot, en adinctlant unc autre hypothese, 
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Lors<|iie ileus siirl’aees roiirlies sc reneoiilreiil en mi poml iloime, 
elles soul <•<> n fornii'i 1 c'li I re elles, iin point donl il s'u^ii, l i's 
memos an;;lrs <| u i> lenrs |>la n s laiij't'iits. (In dil, m parlirnlier, (|iie 
ileus snrlaros soul not mutes rime ii I'n n I rr en 1111 point ijiii leur esl 
eoilimini, lorsquo les plans lanp'enls menes par im* point son! perpen- 
ilienlnire.s enll'e eus, el qu’elles soil! /ii/i^enles, on ijii’elles se 
Iniir/ie/U . i| tia ml ees plans roinridetil. I tans lo ileruier eas, les nor 
males a 1 1 \ ileus surfaces eomeiilenl parcillemeul . Ilela pose, soil'll I 

(pil n <>, e o, 


les eqiiiilions, en eonrdoimees rei tan j<nlai I rs, lie ileus surfaces i|iii se 
I mirlienl an point |.r, r, 3 ). Iin verlil ile hi I'ornmle (l>) ( i|iialmv.ieme 
l.ceoii ), les eosmiis lies angles Ion lies par la iiormale eouiiuiine ans 
ileus surfaces avee les demi-ases lies eoonloimees positives seroiil 
proporl ioiniels, il'ime pari, aus Irois ilerivees 


el tie railin'., aux ilerivees 


On aura done 
1 a 7 1 


tlii 

i)n 

(lit 

<h' 

th‘ ' 

ih 


t)\' 

ih 

th • 

( lv' 

f h- ' 

t)» 

iltt 

iltt 

iltt 

ih 

< )Y 

ih‘ 

t)\‘ 

th 

ih 

i)r 

i)y 

(1, 


lleei prot|iiemi'iil, si eel le conilil ion esl veri liee pour le point ( •<’, r. s ). 
les ileus siirlaees auroiil en rr jioiol ime imrmale e.ommime, el sermil 


lanp;eiiles I'mie ii I'aiilre. 

I’our ijue In I'ornmle (.'17) sulisisle, il esl ueecssnire el il siillil «|ne 
les t’*(| nations iliHereulielles des ileus surfaces, savnir 


f/ ( H 1 


tin 

t if' | 

iht . 

, tf y 

iltt , 

| t(S 

<) * 

th 

t) 3 

ih 

fir 1 

(W . 

1 , »» 

it C 

ilr 


<b' • 

t) 0 
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s’aoonrdonl , quand on v subsidin' pour •>', y, z los ooordomioos du 
point o.oiiimun, ol so roduisonl, a lot’s it uno sotilo <'>f| nal ion onlro los 
dilldronliollos <Lv, <!y, t 1 z. 

Si los (•(jiialions dos doux smTaoos olairnl rdsoluos par rapport a s, 
ol rainondos ii ia forme 

(i!/) - /(•<•, ,V). 

lours iM|tialioits dilloroiiliellos sorait'iil do la lor mo 

(.»») rfz ■- p rh </ tf ) . 

Alors los donx surfaces so Imuihoraienl an point {.r, r. ? ). si, dans lo 
passaf<r do la premiere ii la socotido, los doux (juaiitilos /> ol </ oon- 
sorvaionl los memos valours. 
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no i 


mx^kptikmh mm. 


in pun nsiui.uM'H ii uni: r.iiinnii (,ii:i.i.i:i>.m.ihi, ir nr si,*, m,i.\ cinmiunu s. 
ii a v ii n nr onmiumi', n.M'iu: hi: nmmnHir l.r ci.iia.i: nsm.u'ii n. 


Iliinsidnrnns snr n ii i* nmiilii 1 dnminn nn pninl <] 11 rlrmi <{ u r I’. nl 
i'n iii't'MiiiM| ur I'h n nil nil'll*' cii it | in in I nni' I mini'll I r ii In I'liurlii'. On 
|iniiiTn lain' passer |inr nrllr Innpnnlr line inliniln dr |ilnns Innjp'iils, 
limit I’ n n iTiili'niHTii In imnniili’ pri ni'i[in lc. (In (leriiirr, ijni sr i'iiii- 
liinil nvnn In plan iln In niHirlin, lollies Ins Inis t|iir ni'llc-i'i ili'vinnl 
1 1 1 n n c , uteri Ir mu' nllnnlinii pnrlirnlirrr. On in nninnin /i/un os'on/u- 
/ntr. Pilin' I'lililmir. il siillil rvidctninrnl (In f run* r no plnn lan^nnl 
1 1 ii i mili'riiir nvnn In ptiinl P nn Hnniniil pninl O tin In nniii'lin prn- 
piisnn, nl iln nlinrclinr In posilinn ijun (nml it pi’nnili'n nn ninmn plnn. 
dans In nns nil In snnotnl point sn I'iippronlm indnliliininiil iln premier. 
Kn nll’nl, soil / In Innppieiir iln Pare P( v ) nmnpi’is nntrn Ins ilrnx pninls. 
nl snppnsons ipm, In Inn^nnln nlnnl prnlniij'nn iln ninmn nnli’i i|iin 
I’nm PO, In lim^iiiMir / pni'lnn snr In Innjp'nln nlmnlissn nil point H. 
|,n ilriiiln <JH. n.iimprisn duns In plnn moliiln. snrn scnsililnmnnl pn- 
rnllnln, poll r dn. tens pnlilns vn Inti rs iln /', ii In nnnnnln prinnipnin; nl, 
pnr noiiM'i[iinnl, I’an^ln Int'iiir par nnlln iiimimln nvnn In plnn moliiln 
snrn snnsiliinninni mil. Dour net, nti^ln nnnt zero p»ni' I i in i Ir ; n’rsl- 
h-ilirn i| nn In plnn mnliilc tninlrn iln plus nn plus it sn ennliindiT nvnn 
In plnn Innjp'iil ijiti mifnnnn In no nun I r prinnipnin, nn, nn il'nutri's 
Imnns, nvnn In plan osnnlntnii r. 

IlmiiTViitiH, mni iilnnnnl, ijiir Ins riinrilnmiri's mi'lniij'itlnirns dn in 
niHirlin nlnnl .r, v, c, In Iniij^nnln nl In mirntnln priitcipaln, mriuVs par 
In pninl, P. fnrmnnl nvnn Ins (Inrni-nxns tins nnnriloiiiini's pnsilivns, In 
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Si, ili' jil its, on a au\ rqiiul ioJis 

I (/,r ! i <h " i <h •> <!s\ 

(;■) 

( il.ril 1 , i' i tlyti'y | th, tl‘ „ ii, 

mi (ronvera ili' , Iliiiliv( , im , nl 


niiis 


I N I 


IMIS L 


IM>S M 

//vl/v 1 //.I’f/'v 


IMIS N 


i 

//vy'(// r / )* i )* | )- 


l.a I'lii'intilr (M) I'ntmiil rvidrnitiirnl <lrn\ sv^l rmrs d<‘ valours dr 
nisi,, rnsiM, riifiN, e! its drn\ Systran's I’lirrcsponili’ti I au\ driix 
iIii'itIiuiis siiiviml li , si|iii i lli*s on jii'iil prolnii^rr [a |H>r| h* ml i i*ti hi i r<‘ 
inrnrr jin r le |i(iin| (,r, )*, :: ) an plan osrnlalrnr. 

fl hi 1 M'l'ii pas inotilr tIMi list* rvi* r t|in‘ la J'nrnmlr ( 'i ) prill rlrr rrm- 
1 1 1 m *i * t* par Irs it 1*11 x snivanli’s : 


1 1| i 


i in i 


<Mls 


IMK M 
til’ 


IMIS N 

<lv \ 


•'>"{£)' ''-"'{‘D 


1*1 IS I, 


rns M 


cos iN 


riisjWHisy €*its /// mi*, j-i rosy// his,/ run</i/i‘iriy rns.xi/i'iisp cuspi/ros,/ 


iltnil la drrniiTr sn ilrilnil iminrdiiilrinriil ties ri|uatmns ('ll rmnlii- 
iicm's, nun plus avrr. Irs JViniiu li<s ( i ) rl ('•.»), ma,is aver la runuiilr ( \ i ) 
ilc la srizirine hrron. 

On arrivi'rail ciiforr a la forrnii l<* ( m ) si I’cm Mippnsail ijni 1 LAI.N 
tlrsif^nrn I Irs ail^lrs rnliipris rnlrr Irs ilrini-iiNrs ties ruunliiiiiirrs 
positives rl inir ilrnilr prrprndiriilaiir ail plan i|lii, passant par Ir 
point (.r, r, s ) rl par la lan^rnlr rn rn point, rsl purallrle ii inir uiiIit 
I niippnilr mourn par tin srroinl point inliiiiinriif voisin iln prrinirr. 
Ku rll’rl, sniriil 

A.r, A)', A", Aim.svi, Anus [ft A rosy 

irs nrrrnissrmonls ijiio pminriit Irs ijiiantilrs 

,r, y, c, ros^, r rimy 



aov Al’PLIC VT10NS DU CALCUL INFINITESIMAL, 

dans le passage tin premier point an second. Los valours <lo 

eosL, cosM, cosN • 

seron t evidemmenf delorininees, dans l’liypo Uirso adniiso, par la 
premiere des equations ( 3 ) join to it la f'ormulo 

( roRfi' -f- A cosy.) cost. -t- (cos (3 -l- A cos(3) cos M -+- (cosy -t- A cosy) cosN — o, 

quo I’on pourra reduirc (on verlu do I’cqualum donl il s’agil) it 

( 1 1 ) cos LA cos « h- cos M A cos (3 •+- cosN A cosy = o. 

Or, si In second point vient it so rapprochcr indefinimenl du premier, 
les diHerences iufiniment petiles 

A cos«, Acos{3, A cosy 

devieudronl sensiblement proportionnellcs aux diflercnliolles 
r/cosy, cos (3, </cosy, 

el, en passant it la limite, on lirera do la formula (n), 

( < osLr/ cosy + cosMr/ cos (3 H- cosN r/cosy = o. 

Cola pose, eommc I'oqualion (12), eombinec avee la premiere des 
equations ( 3 ), reproduira la formule (10), nous pouvons ullirmer 
([lie les angles L, M, N,' determines par la formule (10), appartimmenl 
a une droile pcrpendiculaire an plan qui renferme la tangeule moneo 
par le point (x,y, z), et qui est parallele ii une autre tangento iiilini- 
menl voisinc do la premiere. Done ce dernier plan no. dillcre pas du 
plan osculalcur. 

Si l’on cessait do prendre fare s pour variable independante, les 
lorinulos (2) et ( 8) deviendraient inexactes en memo temps quo la 
soeonde des equations {7), mais les fonmilcs (9), (10), et par suite 
les formules ( 5 ), (6), eontinueraient do subsister; d’oii I’on pent 
conclure quo les equations (4), propres a rcmplaccr la formule (:>), 
subsisteraicnt pareillemcnl. Au reste, il est facile do verifier dircete- 
inent cctte conclusion. .En eflet, lorsqu’on cessc de prendre s pour 
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:io» 


variable independanle, on doit, dans la seeonde tins iormules </;), 
subslituer aux dilferenliolles 


les expressions 


<l‘J\ fl l \\ 

ll 2 Zy 

■0 

si ^ 

f 

dx 

dsd^),,d\y 

dy „ 
~ 7 h e/ -*’ 

els d ( ~ \ — cl- z 

\ «A* / 

-‘±d>s. 

dx 


Or, si, apres colic substitution, on a egard a la premiere ties lbr- 
niules (/|), on verra la seeonde, reprendre sa forme primitive. 

Quelle (file soil, la variable <juo 1’on ronsidore nomine indepen- 
danle, on tire de la premiere dcs Iormules ( 7 ) 

(ili) dx d*x -1- dy d-y -1- dz d'- z -- da d -.\ ; 

el, par suiLe, la formule ((>) pent elre reduilo ii 

cos I. cosiM _ __ uosN 

dy U 1 z — dz d 1 j dz d 1 x — dx d i z dx d‘) — dy d*.i 


ds[(d 2 xf +• U/Q') J +- (<r / ! .?) 2 ] 2 

Dans lo cas parlieulior oil 1’on prencl ,v pour variable indopendanlc, 
el oil 1 ’on designe par v', s', y", s" les derivers de v et de z du pre- 
mier el du second ordre, on lire de la memo formule 



(i5) 


cos L cohM cosN 



ry 


■y'a')*+ ^ + .i" s J 2 


Les angles L, i\l, N elanl determines par la formule ( 8 ), (V|) 
oil (ij), il devienl facile d’obtenir I’lkjoalion du plan oseiilalour qui 
passe par le poinl (a , , i y, z). En efi’et, si l’on designe ]iar yj, t les 
noordoimdes d ’1111 point queleonque de co plan, on Irouvera [ en verlu 
de la formule ^G(>) dcs Pro limina ires | 

(i(j) ( i — x) cosL -l- (o — y) cosSI •+-(£ — j)’cosN =0, 

Oi.ll, ■id lie C - S II, l. Y. 3 f) 
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1 A* sera eo ((ii'on nomine Tom;/* #/< |i» |m< 

memo an pie el par U r.mjslr lolim hi m I p. m . ..mpu • i«h . , plan t 

osenlaleiir. <| M i enmmpomlenl ,m\ • \ln unl» * *\* i'.n, ^n, w qtn 
re\ienl ail liienie, eiilre In-. perpendn nlnni ,m\ pi. jo A»<nf ‘| VmI 

lies || Hit It I r I es fo, U lie |oiorronl •.Vuiitnni > mu I ui qm Am- 
nTlsiiii't eas pari irulirrs, sa\ mr : In pi rnnei * , l«o ■ qo* t , $ . f«« pm 

p(Mee so elnuiprl a rn nne tlroile, ef la ' i * nnA* , l»n qn* * * N* ♦ jhh in 
de \ ie n d ra plane , ^ \| a i k »» en pen to a I , <o i * l 1 < n o tin idhI A * v , A« m s 
lillies dlllereoles de zero, e| Tun piolila *n Aim anlanl At 
Vf i rs I esq u idle* eon verperoni le*» rappm I » 
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double courlmre. Si I’on rep resell le par 

V A 

cos memos courbures p, ,'il seronl les rayons dcs cord os auxquels olios 
poiirroiil olro attribuccs, ol Ton aura, on vortu ilo oo (fiii precede, 



Lorsque l’arc rfc: Ax est Ires poLil, sa cordo \/Ax' 2 + A~v J + As- esl sen- 
sibleinenl porpondiculairo aux plans normaux monos a la courbe quo 
l‘on eonsidere par les deux points (x, y, s), (.r -+- A.r, y + Ar, - +• Ar), 
(>l. la plus courle distance du point {x, y, s) a la ligne d’inlorsection 
dos deux plans est sensiblomenl equivalento au rayon p. En (‘(lot, 
soil /• cello, plus courle distance. Si 1’on trace tin plan qu i ren ferine la 
longueur /• el qui soil -perpcndiculaire aux deux plans normaux, la 
cordo \J~Ax- h- Ay 2 -h As 2 fori nor a un Ires pelil angle avoc le plan donl 
il s’agit, c’osl-ii-diro-qu’cllc formera un Ires petit angle avoc sa pro- 
jection sur lo memo plan. Done cetle projection sera equivalento a la 
cordo niullipliee par un cosinus Ires pen different do i’unile of pourra 
elre rejircse.ntce. par un produil do la forme 


(i + I)v/A.r»+Aj‘ , H-A= i , 

I dcsignanl lino quantile infinimenl petite. L)e plus, dans le triangle 
forme par la longueur r el par la projection do la eurdo, I’angle 
oppose au cole /• sera sonsiblcmcnt droit, tandis quo 1’angle oppose ii 
la projection dc la cordo sera precisement I’angle des plans normaux, 
ou, ce qui revient au memo, 1’angle to compris entre les langentes 
m cnees par I’cxlromile de 1’arc ±; As. On aura done 



sine.) • siiiw ± As r,» 

(7-1- 1 ) \/X^TAy r^sT* ~ 7717m 7a^7a77a^ ±ai’ 
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delerniinee par les angles X, a, v propros a verifier la formule ('ll) 
<le la seizieinc Leron. 


Si, dans la valour do ~ fournic par I’uquatityt (if)), on vcul rum- 


placer la quantile infiniment pelilc to par les angles finis «, (3, y, on 
pluldt par les diflerenlielles de lours cosinus, il sulfira tie reeourir 
aux fnrmulcs 


'•OS &) cos a { cos a -l- A cos v ) -+- cos (3 ( cos (3 + A cos |3 ) + rosy ( cos y + A cos y ), 
i — cos 2 a -i- cos 2 |3 + cos 2 -/, 

i -- (cos 2 « -h A cosot) 2 -!- (cos[3 -i- A c<)s(3) 2 -h ( cosy + A cosy) 2 , 
dosquelles on lire 


■>.(i — cosw) “ cos’ff — 3 cos o' (cos o' -|- A cos o') -\- (cos? -t- A coho') 2 
-l- cos 2 (3 -- i cos (3 (cos (3 + A cos {3) ■+• (eosJ3 -h Acos(3) 2 
•+• cos 2 y — a cosy (cosy + A cosy) ■+• (cosy -h A cosy ) 2 , 

oil, ee qui rovionl au memo, 

('>.i) ^‘4 sin ” (Acoso') 2 -i- (A cos (3 ) 2 -i- (A cosy) 2 . 

lin divisant par A# 2 leg deux membres de celte derniere equation, fun 
en conclura 

/sin ! ,ci)\ 2 / m V 2 /AcosetY 2 /Acos(3\ 2 /A cosy V 2 

(-{!-) (sra) = {—) + (-s L ) + ( iit) ■ 

jiuis, en faisanl converger As vers la limtle zero, el, ayanl egard a la 
foriruilc (ip), on trouvera 



el par suite 

os, 


On prouvcrail avee la memo facilite que I'cquation (an) pent otre 
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rein place e par la suivante : 


r 

'/rfrosL \ ! 

id (!OsM \ 9 

l~ [ i -i~ 

/ d cos N \ - " 

'L “ 

\ds~J ' 

1 \ ds ) 

\~~dr ) 


II rt’Mille ovidcimnenl (I os formulos (a'l) cl ) quo la premiere 

courlniro ^ osl goneralcmcnl nulla, dans lc c.as on los angles a, (3, y 

deviumionl conslanls, ol, la secondo courbure dans lo eas on les 

angles L, M, N doviennonl constanls a lour lour, c:c. qui s’aeoordo aver 
les remarques dejii iaites. 

Si, dans la formula (ad), oil subslitue aux cosmos tit's angles a, 
r (i, y lours valours deduilcsdc la formulo (j), on Irouvera 


( >5 i 



puis, oirdcvoloppaiil, ot ayanl. egard ii 1’oqualion (id), 

* 

(2<1> p W ’ 

mi, ce qui revienlau memo, 


>_ _ h j(dx--+- dy 1 -+- flz? )[((/■ a ' )- + ( d'-yY + ( d- s) a 1 - - { dx d } x h- dy d- )■ -i- dz d'- 

p ds i 

_ f 1 rl I s — fh d+y)- + (dz dKr — d.r d'-z Y -+- ( dx cV-y — dy d ! x )- 1 

<•/.?* 

„ [I t/j d i z — dz d'y )* (tlstPx — dx d* o ) ' -f- (dx d* Y - - dy d" ,c )’ j ~ 

( dx* -+- dy* + dz-) 1 

Si Kon promt j pour variable independaulo, los formulos (a,)) ol (all) 
do nil cron l 

(a8 * , 

1 P~ ds- 

Mais, on prenant x pour variable independanle, on lircra do la for- 



Illllll' ( *»n ) 


/ 


C\U:t!|, IHmiHKNTIKL. 




(■si ) 


')■ i- 


U I V ,v I- :■"■)* 


I'Jil’m, si, it p;ir( i i* tin point v, r). on porlo snr hi c.oiirlio doniieo 
ol sni' sn lan^onle, prnlon^dos ihins In memo sons, dcs Innppiours inii- 
nimoiil pelile.s, ejpdos it ol si i’on nomine v. la dislanee omnpi’iso 
oilin' los oxIiTiuilos do oos donx lonppiours, on aura, on vorlu do la 
loi'itHilr ( hi) do la heron poeeedonlo, 


I 



v olaiil la variable imlepomlnnlo ; of I’nn eonrlura do I’oq 11 itl itm ( do), 
oninliinee avoo la fnrmuto ( •td'). 

Mi ) fj li in ' • 

1 SH 

On pnniTJi dono. enimoer la proposition snivanlo : 

Tiikoui.mI'. I . Pour obtenir le ray on dr rout burr d 'line rourbr rn an 
point ( lonnc , il sujjit dr, porter snr rrttr rourbr (■/ snr sn t tut genie, pro- 
lungers duns (e mdnir se/ts, des longueurs (gules et in/iniinrnt pe/iles, el 
dr divisor le mere dr I'u/tr d' riles pur fe double dr la distorter comprise 
rntrr tears ext re miles. La limile du ijtiolionl ost la valour oxaofo do 
rayon do o.mirluiro. Nous avions < I o j a nlalili oo llieoreine pour los 
oourhos pianos; niais on voil. qn’il s'dlond do memo aux oourhos a 
don It I o emirliure. 

Si I'on suppose (juo lo plan do.s ,r, y dovionuo parallele an plan os- 
nilnleiir, I o.s valours do rush el o, ns ft I s’ovanouironl, (midis c|iioerlle 
do onsN doviondra o^ale ii Li.Alorson liroon dos f'ormulos {f\) 

(.So) di o, it 1 c o, , 

ol I’equalimi (yy) so trouvora roduilo ii 

(l j ( i .1 d.nPy <tyd\V' 

P (d.iP i- dr *) 1 
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on, (!<* (| ii i rovionl tin mt'itu', 


:ua 


i-i(i) 

(‘I, par suite, 

(. 1 ;) 

(.'!«) 


<Lv 

tfr 

th 

sin/; 

cos/; 

a 

il 1 ,r 

//-/ 

<Pz 

(*,ns /; 

sin/; 

0 


H dp, 

II d,d, 


da ( I (t - ) 1 II <7/>, d 2 s o, 

nis o' nisfi _ rosy H i 

- sin/' rns/> a " " pY-| a - 


I io 111 me, on V( i rlu dr la socmidr drs rqualions (‘17), la dill'min- 
liolle <-/■* .v rrslrra nullc, (jui'l ([iir soil /», tl on rosullo qn’oii pourra 
employer les form u les dans li»s(| m*l I i»s 1 ’nro s osl pris pour variable 
imlcpondaiilo. (Ida pose, on (irrra tie la form 11 1<‘ (»H) (soizieiue 
Lroon ) 


('><)) 


(Mis), CDS /J C.OSV . 

CDS /I sill/' D 


do la formulo (.7) uonibinoo aveo la ftimmlc (7(5) 
( / i<>) 


cosL _ rosM rosN 
--a sin i> tt cos/' ■ — 1 


V 1 -t- n- 

at do I’ihj ualio n ^a3) combiner. aver la forntulo (.nS ) 

r dp 


('ll) 


V 


/ 1 -1- (d 


■ -\- _ 


d.f - (I 


p ( I -I- r/ 2 )lt. 

I)i> plus, 1* cq nation ( 1 0), qui represent!) lo [dan osculalriir, deviendra 
■>') sin/' — (n — ,v) cos/' | S - = — » 
ol pourra s’ocriro comuio il suit : 


4 <> 


('(.'{ ; K — 5 — f<{n cos p —i sin/j). 

UKitVi'Cs dc C. S. II, Lt V* 
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de ia quatorziemo Locon. Car, si I’on poso clans eelte formule 
■r — II cos />, v “ II sin p, 

on retrouvera preciscment ('equation ( 4 3 ) . 

L’equation (48), qui determine le rayon do courhure p, pourrail 
etre dirccleinent dcduifo du llieorome 1. En cffcl, concevons tfu’ii 
parlir du point (,r, y, c) on porte sur l’hclicc ot sur sa tangcnte, 
prolongfas clans It 1 memo sens, deux longueurs dgalcs et infinimonl 
petites, designees par i. Soil a la distance comprise on Ire les extro- 
imles de ees deux longueurs, el supposons quo Ia premiere aboutisso 
au point de l’lielico qui a pour coordonnees .r -f- Aa\ v + Av, z 4 - Ac. 
La seconde aboulira sur la tangenlc eu nil point dont l’ordonneo sera 
encore c-i-Ac ( voir le theoreme 1 de la seizibme Logon), el, par suite, 
elle aura pour projection sur le plan des x, y 

± tnngy As. 

Soil I ectte memo projection. Comma on a generalenicnl 

s---:olI/>, tangyi-i, 

on trouvera 

( 5 1 ) 1 zs± laugy As H A/;. 

Done la projection dont il s’agitsera equivalenle ii edits de I’arc ± A.s, 
e’est-a-dire a la projection de la longueur 

(5a) ‘ ■ <--±:As 

portee sur 1’helice quo l’on considerc. On pout ajouter quo la pre- 
miere projection se complera sur la langente au cerclc represente par 
la for mule 

(33) 

Enfin, il est clair quo la distance a, comprise onlre deux poinfs cor- 
respondant a la memo ordonnec, sera parallblc au plan dos x, y ct 
no differ era pas de sa projection sur cc plan. Done, si, dans ce memo 


.in; 
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plan, on porta, a parin’ tin point (,i-. stir In oornlo i’l, su r sa Ian- 
•j'im'i tr prolongns dans In momr sans, tlnnv longumirs infiiiinimif 
potilns ngalns it I, a sura la clislautu* comprise mil re Ins nslmnilns d(> 
cns (Ini v longueurs. Cain pose, puistjun In rayon (In nonrlmro (In 
nnrnln ns( prncisnnionl In rayon H, on aura, nn vnrln tin Ihnorninn I, 

II -lini""-> 

K 

nt, nommn cn thcoreme tlonnnra encorn 


on nn nonnlnra 
(•>iJ 


P“ 


i 1 

•>, H 


P 

II 


I ill] 


'O 

r 



puis, nn ayan ( oganl au\ (^(nations (f>i), ('Va) id (d^), on (ronvnrji 
delinitivninont 





cosnn, 5 ’/, 


en <f ii r s'aconrdn avnc la Cormnln (/|K). 
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Dix-inimfeiwN mi! on. 

in 1 1 imiN n inis uminjii, in i.imiii: tn: cm . him in ii'iim. cm him ijith:mm,iu:. 

sill II'. In' VI I 01 * 1*1 | *. n'l.NI I Millin' (.MTI.I.IlM.ll 1 !', 1 . 1 ’ Mill M SI lll'Al.l' tyl'l l.sl I i: 
i in 1 m niii unyin. 111 ins in", vi Mit'i'i.is. snu i.rs cmmiu s 1,1111 mini' iisixi. uninis 
1 I'M 1 ) 1 . 1 M l III l.S UN I'llIM IIIINM. 


Soil .ole 1 ‘iimhi ilc eeiii’lmre tl'ime r, mirin' i| tt t'lt'o n f| u . riiivrspnii- 
ilaii! mi [in i n ( (.r, v, :• ) ; snjenl •//, les riinnlminers ile I’rxlreinile 
ile re riiMin, npprler rcn/rr tfr rourhtnv, el A, i;, , v lr:> iinj?li’n Inniii’"* 
mer lej. ilenii-nxes ties nmi'ilminees piiMlive* pur In ilmilr meiiee ilii 
1 1 ■ i i 1 1 ( ( .r, v, :■ ) nn |minl ( vj, l’ ). (hi nnrn 

, ■" o i £ , , 

III fils/,, I'll*. It, CIISV. 

;• p !' 

He plus, cii verlu de ee i[tii n ele tlil ( pu^e 'Ini)), les tingles A, v 
•lennil ileleniiiiies pur In Jorm nli> ( i t) ( sei/.ienie l.reini >. ilniis In- 
ijnelle I'niv s rrpresenlP In vni'inlili' iinlepeinliinle. Or, si I’on n r^nnl 
n IVi|iiiilion ( •'/( ) de In dix sepliemr Lenin, mi reriiiiiiuilrn <|iie rede 
rnniiiile pen I .s'er.rire niinme il siiil 

ni'.), rosj* hkv u 
1 * tt' r r/‘ A y <i i ti\* 

el I’iiii eii lirern 

,/< r >V r <l‘ 

, ,,j rns/, :> </s . ' '' ,Ky f‘ ,/ x i' 

On pnitiTiiil eiienre eliildir direrlrmenl res deniiercs 1 ‘orin iiIi»h pur In 
mellinile <|iii imhis n emiilnils mix rijiinlimis (lb ) ile In seplieme l.ei.’nii. 
I ‘,eln pose, mi mini, en prennlil ,v pmir varialile itiilepeiidiinlr, 

, ;• n r S • - f-' 

1 1 1 <l‘.r <!’ y i/ J v ih' 
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el, par suite, 

, rt-x .cl 1 )' r „ . n ‘i dlz . 

lo) c “”" p rfv J 


Si i’tjn cessail do prendre s pour variable indopondanle, on dovrait 
remplacer 


par 


d\r 

d 2 y 

d-z 

ds 2 ’ 

TTs 5 ”’ 

TCP 

, r/,r 
r/.<? 

d <ll 

a ds 

dz 

d ji 

r/.? ’ 

ds ’ 

ds 


el I’on trouverail on consequence 


(0) 

(Lx 

d -7- 

cos). 0 — ■ ) 

/ <7* 

COSp 

■ 'I'-T 

ds 

” p ~KT ' 

dz 

Pis 

eosv 

(7) 

.dx 

,“s 

<-'=>— 3T‘ 

n —y 

d% 

— „* rfv 
-P ’ 1 

; r/v 


puis, cn rcmeltanl pour p s sa valour tirec do la formule (27) ( cli x- 
scptieme Logon), 

• _ ds d x x dx d 1 s . , 

X ~~ { dy d 3 z — dz d l y ) 2 4 - (dz d'x — dx d x g ) 2 -|- (dx d 2 y — dy d x x) l< * 

t __ dsd 2 y — dy d l s 

^ (dyd*z — dze^y) 1 ^ (dz cPx — dx d 1 g) 2 «h (d.tTiPy — tlydPv)**** 

dsd 2 z — dz d % s . j 

" ~ ( dy d 1 z — dz d 2 y) 2 -+- ( dz dKv — dx d l z) 1 -h ( dxTd l y — dy d l x) li S ' 

on, co qui rovient au memo, 



(9) | ti — y =5 


- _ rf v ( 4/ rf 3 ^ «c dz ( c/g — dx d-z) ,, 

c {dy d 2 z ^ dzd 2 yf+ (dzd\v ^ dx d l z)' 1 ^ {dxd z y ~^dyYf l x)-^ ( ,V ^ ( $ 1 r * ^ 

dz (dz d i y — dy d 2 z) (rfj? — dy d : x) 


t % (dx * -+■ -1- 


( f 0 d 2 z — dz d 2 y ¥ + (dz (P x — dx d*z)* -j- ( dx d % y — dy d 2 x j 2 

dx ( dx d~z d z d 2 x\ -4- dy (dy (P z — « dz d 2 y ) . , . 

(dy d 2 z — dz (dz d*x — dx d l z)~ ( dx d 2 y — dy d*x)* f 
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Dans 1 <> cas particulicr oil l’on proud x pour variable independante, 
los l‘o mill I os (7) ot (9) so reduisonl a 


C - X — 


y > " -+- 


O . t _ u _/ ii . u\ , rn 

0 ~ 2 ~ -t- 1- • , ,1 

- 7 j ,2 r “ j,/, jj — U “K* - J. 

«.► j 1- -1 ^ 


(<«>) j 0 - r 
I C--5 


(.1 

( • -i“ /* ■+■ =' 2 ) J ,J “ ( j V -->"V) S y ;" J -T/ 1 ( 1 + J 


n , ./2 , 


• _y'( v':."-y"z<) + 5" 




Vp 




On pout employer indiflorcmment los formules ^7), (8), (9) ou (i») 
pmir (ldlorininor los ooordonnoos vp *( clu centre do courhuro. Ajou- 
lons (juo 00s ooordonnoos vorilieronl on general lo systiune dos trois 
(‘([nations 

(11) j (; — (n — -!- (? — 5) th-.-o, 

I l--.r)tP. v+(n~j) tPy + ( ? - a )tPs- d.r * - df- - d-J -1-0, 

dont los deux promises scronl ovidemmonl safisfailcs pour Ions los 
points (£, y), £) sillies dans le plan normal ot a la distance p du 
point (a\ y, z), Quant si la dcrnicro dos formulos (11), on pout I’cta- 
blir, soil on ajoutant los formules (8) rospoctivcmcnl multipliers 
par d*x, d-y, d*z, soil on ajoutant los equations (1) a pros los avoir 
multipliers mombro a membre par los equations (G), ot simplifiaiil 
Toqualion resultanlo a I’aido do la formulo 


. ( i — .r ) dx -A- (v) — y ) dy -t- ( £ — z ) ds = 0. 

II. i‘st ossontiol d’obsorvor quo Ion relrouve In seconde. et la troisidme 
dos formules (if), lorsqu’on dijfenenlic la premiere el la seconde, en 
operant eomme si les trois inconmtes c, vp ‘Q ctaient des quantiles con- 
sulates . 

Quand le point (w, y, z) vionl ii so dcplacer sue la courbo donnro, 
lo centre do courhuro so deplace on memo temps. Si lo premiur point 
so incut d’un mouvemenl continu sur la courbo dont il s’agit, lo 
second deerira unc nouvcllc courbo. Or, pour obtenir les equations 


&>0 .U’I'IJ CATIONS l)U UAM1UL I N I*' t \ ll'liSIM A I.. 

de edit 1 dermerc, il sullira evidommrnl d’exprimer en funeiimt iTune 
,vule \ unable -v, on j-, mi s, etc. les valenrs de i, r r ( lirees ill's i’or 
nuilcs <'7 U puis (lY'litninc’r cede variable enlre les • rtn s fonmiles. 
Les deu v t*q ualio ns resultant <li' I’ol i 111 in al.toti nr rrnl'rrmrrmd plus 
<t no Ii's trois variables?, /], C id ropreseulcroni pierisrmrnl In ligne 
qui sera le lieu geomblriquc tie tons les (inures do rmirbure do fa 
ligne donnee. Pour elablir les principales proprietes do oollo ligne 
nil diffrronliera les deux premieres des i'oriti 11 los (11), on (nisnnl 
varier (miles les quantiles qu’elles renrermenl. Kn operant ninsi cm 
Innivera 

<’?) I c " ) dl -I- ( 0 — J' ) d-ti ( £ 3 )<($- o<f'i 

el 


(i.l i 


dx dl -\ - tly dn h - ds </£ — <>, 


Il suit de P equation ( id) quo la tangente, uirner a la mmvelle enurin' 
par le point ( ?, vj, ‘C) forme un angle droit avee. In tangente inriirr ii 
la courbe donnee par le point (.e, v, s). Done la tangente ii la iioii- 
velle con rbe esl comprise dans le plan normal ii la emirbe proposer. 
De plus, si 1 on nomine c, 1 are de la nouvelje eourlie eompris mil re it 1 1 
point tixe ct le point mobile (?, yp '(), on aura 

l) (t ; 5 H- drr (I*- rr dg\ 


el Ton lirora de l’equation fia) 

(if,) ( !l ~ ( Is h . n d ji K — = <K 

l>i P ds p ' p" '(/c* 

Or, il resuite eviclommenl de ccUfc dernibre fonnulo quo le rapport 

(16) ’ dp 

di 


rst equivalent au cosines de Tangle aigu 011 oblus forme par In rayon 
do couvbure p avec la tangente a la nouvcUe com* Ik*. Quand la pro- 
posee est plane, cette tangente seconfond ave.c lo rayon de emirlmre 
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oil avec son prolongomont, ct par consequent lo rapport ^ se roduit 

au cosinus cl’un angle nul ou au cosinus do l’anglc ■*, c’ost-ii-dire 
it ±i. On a done alors 

dp — ±d<;, 

et 1’on on conclut, comrne on l’a fait dans la seplii’mc Lecon, qipi 
I’are A? cst la difference des rayons do courbure correspondent a 
scs deux cxlrcmilcs. Mais il n’en est plus dc memo quand la courbe 

donnec ccsso d’etre plane, et, dans ce cas, le rapport ^ oblicnl gene- 
raloment une valour numerique differenlo dc 1’unile. 

Conccvons maintcnantqu’un ill inexlensible d'une longueur connue 
soil fixe par une de ses exlremilos on un certain point de la courbe 
proposer, et que ce til, d’abord appliqu6 sur la taugente menee il la 
courbc par 1c point dont il s’agit, vienno ii so mouvoir on deineurant 
toujours tendu, do telle sorlo qu’unc partie s’cnroule sur 1’arc ron- 
fermd entre le point fixe ot ie point variable (x, y, s). L’autre partie, 
qui restora droito ot touclicra la courbe donnec au point (x, y, s), 
sera lerminee par un point mobile qui dccrira une nouvello courbc. 
Gela pose, on so trouvera naturcllcment conduit a designer ccs <lenx 
courbes ii 1’aido des denominations deja employees dans la scptieme 
Loqon, page nG. Nous dirons on consequence quo la scoondc courbe 
est unc developpante de la premiere et que la premiere est une devc- 
loppee dc la sccoiulc. Lours proprieties rcspcctives peuvent ctre I'acile- 
men l clablics par la melhodo quo nous allons indiquer. 

Soienl q, '( les coordonneos du point dc la devcloppanto qui cor- 
respond an point (x, y, 5 ) dc la dcvoloppec et r la distance entro cos 
-clcux points. On aura evidommont 


('7) 

iyrJL 

n — y 

_ ? — - _ /’ 

dx 

~ ' dy~ 

ds di ’ 

OU 


•n—y 


1 10 / 

dx 

~ dy 

dz ds 


la formulc ( 17 ) devant ctro adopt 6 e lorsque la longueur r sera 

OEuvrcs da C. — S. II, t. V. 4 ' 
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roupenl a angles droits. Done la tan genie a la developpee esl toujour# 
nonnalc a la ddveloppante. (idle proposition , quo nous avions dejii 
dtablie pour ies rourbes planes, s’olond, romme on Ir veil, mix 
rourhes it double eourbuiT. 

Lorsque la developpee esl eonnue, romme nous I’avons suppose 
dans co qui precede, il sullit, pour oblenir Ies equations de la ddve- 
loppante, de substiluer dans los formnles (a/j) les valours de a', r, z 
oxprimees en Ibnction de s, de rcinplaeor <‘ii outre r par crp.v, puis 
d’bliminer s outre res memos formulas. En olfel, on parviendra de 
eetle maniere it deux equations enlre £, -q et '( qui represenleront e\i- 
demuient la courbe deeritc par I’cxtremito do la longueur r. 

Supposons it present quo 1 ’on cherclie, non jtlus une developpante, 
mais une developpee do la eourbe it laqiudlc apparlionnont les coor- 
donndes variables x, y, z. Si 1’on appolle £, q, les coordonnecs du 
point do eetle developpee qui correspond au point (.r, y, 5 ) de la 
developpante, el si I’on ddsigno toujours par r la distance outre ees 
deux points, on devra, dans la I'ormule (a3), remplacor x, y, z par £, 
rj, ot reciproquomeiil. On aura done 

</£ th) ~ (IK. t/r 

el, par consequent, 

(■»U) di = (‘-z)£. 


On aura de plus 

(;*<>) (<■ — to— /) 2 h- {K — s) s — r s . 


Si 1’on didbronlie trois Ibis dc suite [’equation (do) on prenant fare s 
pour variable iiulopondanlo, et ayanl egard mix forinulos (ap), on 
Irouvera 

( {c,~x)d,r -i -\-{% — z)dz “0, 
j (4 — J.') d l x +• (-0 — y) d i y -h (K — -) d ! z -- d.d, 


(3x) 


(3a) {Z~a;)d(rd*x) + (-o~,y)d(rd>j') + tt — ;)d(rd>;) = o, 
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puis on en conclura 

• — ■ ( _ '<] - 1' £ — 5_ 

/(/ dz </(/ d'y) ~~ dz d(r d'-x) — dx d(r d 2 z) dx d(r d*y ) — dy d{r d‘.r) 

jl 

//- r[<h d{ / idz) — dz d(rd i y ) J -+• d 3 y[dz d(r d-x) — dxd(r d 1 z) | -\- d 2 z[dx d^r d\y) — dy <i ( t 

r 

|f/t d(rd'-z) ~ dz d(r d 1 y)\ i ~\- [dz d(rd l x) — dx d(rd 1 z)] i •+- | d.r(l(r d 3 y ) — dy d(r d 3 ,i )| f ‘ 
r 

\dd\[d(rd 3 J)] s + [c/(/'f/‘ ! j')l 2 + [ (/(/• f/’ s)] J | — [dxd(r d l x) -1- dy d(r d 3 y) -|- dz d(r d l z) |’J ' 


On tirora ile cettc dernioro formula, en renvorsanl tloiix des fractions 
qu’ello renferme, ct clevant chftcuno d’cllos au cam's, 

\d( rd ‘- -H [< •/(/■ f/ 2 s )~| 5 1 — [dxd(rd-x) ■+- d y d ( r d*y ) -1- dz d{ r d‘ :)\< 

r 3 7 ~ ' * ' 

~ ( dc d>z — dx d-z d\y + dy d'-z d 3 x - dy dKx: d 3 z dz (fix d' y ~ dz d\y d' x )«. 


ou, ce qui rcvient an memo, 


U) { 


Wh (£)’] 

, (d-x 
' 2 \rfs 3 


ill 

ds 3 


(d-x d'x 

ds 3 

f d\ r \ 2 
r + 


, ill In 1 

+ ds‘ ds 3 + 


cPz <Pz\ dr 
ds 1 ds 3 ) ’ (is 


+ |Y*fV + (i-ZW (tl\_ (in tx ^ dy d\y dz d'z\ 

LV ds> ) \ ds> ) yds 3 ) \ ds- ds 3 + ds ds 1 + ds ds 3 ) 

= (i - ill. 1 s ~ in h il v ± (l y jj ~d 3 x — dy d'-x d'z-y dz d 1 ,r d 3 y — dz d* y d 1 x'j 3 


Si, dans 1’eqiialion (33), on substitue pour x, y, s lours valours 
exprimees on fonction de jp, elle ne re n form era plus quo la variable .v 
et I’inconnue /• avec le coefficient difTerentiol ~ ol sera ee q.u’, m 
nomine line equation differentiellc du premier otdre outre /■ oU. Or, il 
resulte dcs princ.pes du calcul integral qu’on pout salisfairo a cello 
equation di Horen tielle cn pronant pour ;• une iniinite do functions 
. ' con ’ es P on dant aux diverses valours que pout rocovoir uno cor- 
taine constante arbitraire. Si, a pr6s avoir determine I’unc do cos 
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I'onclions, on remplacc dans las forimilcs (3o) et (3i) les variables a.-, 
y, z, r par la souIc variable s, il no restera plus qu’ii climiner s onlre 
eos fnrnmlcs pour obtenir, (Mitre Ies coordonnees £, vj, deux equa- 
tions propres ii representor uno dcvcloppec do la courbe quo 1’on con- 
sidere. Cela pose, il est clair quo eette courbe aura line infinite do 
developpees qui corrospondront. aux diverges valours do r, on, ce qui 
revionl au memo , aux diverses valours do la constante arbitraire. 
Ajoutons quo toules ces developpees scront situees sur la surface ii 
laquclle apparliendra l'equation on yj et '( produile par I’olimi na- 
tion do s ontre les fonnules (3i). 

La surface don t nous venous do parlor, ou 1c lieu geonielrique de 
toules les developpees, jouit de piusieurs pro pri cites rcmarquables 
quo Ton deduit facilomenl des equations (3i), ou, ee qui revient au 
memo, des suivantos 


(3/,) 


«-»>£+<»-,-)*+«■ 


ds* 


. cl z _ 

5) Ts - 0 ’ 

s) —I. 
' ds l 


D’abord, il est clair quo, si 1’on allribuo a 1’avc s et aux quantiles qui 
on dependent, c’esl-a-diro ii 

d.r fly (h d\r, rl\y d*z 

' J > “f 'fa » / / s ’ f / s > ( i s i’ c ( s 'i ’ c / s i’ 

des valours delerminecs, les equations (34), dans lesquellcs i c \ , '( 
resteront seulos variables, represen tcront deux plans donl, la com- 
mune intersection sera uno droito comprise dans la surface dont il 
s’agit. Done cetto surface renformera une infinite de droitos corres- 
pondant aux diverses valours do s ct sera du nombre do colics que 
1’on nomme surfaces regies. On peut observer, d’ailfeurs, que la pre- 
miere des equations (3i) ou (34) est precisomenl colic du plan 
normal mono par le point (a?,j,.s) ii la courbe donnec. Quant ii la 
secondc des equations (34), on peut, on verlu des formules (3), la 
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Done cctle normale el la langenlo meneo par le point (.r, y, s) h la 
courlie (Ionium soul deux droilos paralloles. Done, puisquo le plan 
tangent mono par le point (£, Y], l ) a la surl'aee reglee doit venfcrnior 
la generatriee do eette surface ct, par consequent, le centre de cour- 
burc do la courlie proposer, ii coineidera nocessaireincnl avee le plan 
mono par ce centre porpendieulairemcnl aux deux droilcs, e’est- 
a-dire avee le plan normal ii la courlie. II suit do ees observations 
quo chaque plan normal a la eourbe louehera la surface rcglce dans 
tons les points de la generatriee par laquelle il passera. Done, la sur- 
face donl il s’agit, c’cst-ii-dire le lieu de tonics les devcloppees de la 
courlie, sera line surface developpable. 

Il est essentiel de remarquer quo I’equalion (4») coincide avee 
1’equation (27), de laquelle on la dcduil, on substilnant aux iliffe- 
ren tidies c/m, dy, ds lours valeurs tiroes des fonnules (S7), savoir 

o f (s) rfs ) y* ( s ) t fs , ds, 

el supprirnant cnsuile le facteur ds coinmun ii tons les termes. 

Nous observerons on outre quo, dans le cas oil la variable s cesso 
d’etre indepoudmito, il sullit, pour oblcnir la seconde des equa- 
tions ( 3 1 ), de diirbrentier la premiere, puis d’avoir egard ii celle-ci et 
aux fonnules (29). On pout on eoneluro quo I’equation on !;, •/) et l, 
produilc par I’climinalion de.? outre les Ibrmtiles ( 3 1 ), represeutera, 
dans tons les cas possibles, la surface qui sera le. lieu geomelrique 
des devcloppees do la courbo donnoe. Enfiu, conimo les formulas ( 3 i) 
sc confondent avee les deux premieres formules (11), on pourra 
encore alTirmcr quo cello surface passe par la nouvclle coui'bo qui 
ost le lieu geomelrique des centres de eourburo de la proposee. 

11 serai t facile do prouver directemenl, et sans rccourir an calcul, 
que la surface developpable qui touche conslamment le plan normal 
ii unc courlie quelconquo est on memo temps le lieu des devcloppees 
de cotte courbo. C’csl, on clfet, ec que Ton pent domonlrer ii l’aide 
des considerations suivantes. 

Si l’on fait rouler stir unc surface developpable le plan tangent ii 



\imm.m; \tio\s in r \ i u i i \ i i n i i i v n m \ i 

,.||||(* surfarr, ;i Vi*c |»l II' mmi r . dintr. inrinr pul im pninf pu i 
volon I r dunscr [ihm . ciiui|iir ilinilr Ii.m n.i < M'lfimin nl .«< I * -hi la- 

,l„ n drvrlnpprr Jr rrllr ninrlir, la ’ u 1 1 ^ |r Tl’ ’ *•* 

|, P „ dr | oiil i M * li's dr\ i 1 1 < 1 1 1 1 n ■ i* ' , v\ I.' |«l la" ’ * <r 'i Ui I" 1,1 i*‘ il i,fl 

III II n (• II | (>s ;| || \ ill' \ rlu |i|irr (Ml, < J I ’I ahfir t 1 I Ui » . I'.M pill l»M|, 

ill-oil,-, IHIj-lllilll 'S II la I Millin' (led lliM l -« I 1 * 1 > 4 ' ; ‘ ■ *’ ‘ • f * M f m 1 1 •} 1 U 

mVtV'iiimnrn! ;i \ re' \v plan 1 1 f * r 1 1 1 1 1 a * ’ 1 1 « ■ 1 »<m i»t m, htunf< n.inl, 
n) i vimiI ipir In murin' dnnlr *, t > t him* **m»iIm* d “iiuri , il 

*,ii|)irji do Ini it riii nridrr la Mil Urr d« \ t irpjMld* i\ » * * * \\* (| u i ♦ i 

rn i Islam inch I Iniirlirr par lr plan nm mm I -» I < 4 ,<IH I" | * 1 M 1 M> 1 *'• 1 1 

rhnisir nui Vrualilriurnl lr pninl nnthil**, S il i< l «»f »|u*l»|M«' ‘ImiIi 
ii rrl r^nrd, on Irs rrlnirruail a I aidr dr pilm ip< *|Ur m«a 1 Liidi 
runs dans I i*j* Lmiih' dr la Mvuiidr .uiiim 

Pour innnlrtTiinr appliralinii dr* lm umlr <|m * »mi j 

Hr runs riirlirr rrpirsrnliT p.u lr«» r<|u.ilh*n j »‘w la 


l.mui, savoir 


( /| l ) ,r II rtr>/f, ■ It in/’, It/ 

Si Ton prnid [mi ii r \analdr UMlrprndanf r )\m v, »mi, « * ►)**< imm nl 
an niriiir, I 1 ;m j; I i* /*, (Mi aura 

1 tir It ‘ in /M-//I, *!\ Il » m ^ It t " . 

( 'l > / i </\r II roi /»'//' \ t II in/ V' 

| j/'r II >>i|i /> <//»\ fV > II i r /-<// 4 

On Irnuvrra ilr plus ( voir la div^rpiii-nir l,n «« n , 

{ \:t) #/< 1 (1 ’ a 1 !* Il ■ //*, 

(Vl) {' O n'llt. 
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on, 1:0 tin t revicnt au mimic, 

d 1 — — 

( 53 ) -jJ^dp± L—JL-LA- i 0 . 

\ ; i + «• r H J (i + « a ) 3 2 

r .1 

ii p»t lacilc tie s’assurer quo lea coordonnoos dii centre do eourhim', 
c’esl-a-ilire ics valours tie $, v), £ fournies par Ics equations l/p), 
icrificnl Jos formulos ( 4 9 ) • Si, d’aillours, on ajouln cos Inrmules, 
a pros avoir clove an cam) ics deux incmbiTs do ehacuno d’clles, on 
trouvora 

(.V,) -aMpY, * 


cl, par consequent, 
(53) 


P ~ a\{ ■+■ \ a»U* 


I 

l 


puis, on substituanl la valour procddonlc do p dans la secoiule ties 
formulos (4p ), on obtiendra {’equation 


(3(3) 


i 0 cos bit + " siu Sr) cos (ftf 

I =^(«cos^-^m^ R -)sin(^ 


0 


+ V 

It* 


-hrtMl 



Cello derniere equation, etant cello qui mtuilo do l’elimimuion 
do p oiHrc los formulos (dp;, rcprescnlo la surface devdoppable qui 
touche constainment lo plan normal ii l’holice proposoo, ot qui ( l sl le 
lieu geumetrique dos developpees do cotte courbc. Ajoulons quo, 
pour oblonir los deux equations d’unc do cos developpees, il sullira 
do juindre a la lorinule (50^ colic quo produit l l climinaLion do p 
eiitre los equations (48) ct (55), aprbs qu’on a subslittie dans Toqua- 
tuni (48; uno dos valours do r qui verifiont la formulo (53). Ou pout 
(1 ui Hours, dans la recherche dont d ost ici question, rcmplacor la 
lorinule (48) par la suivantc : 


( 3 ;) 
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a laqucllc on parvicnt en Combinanl. la formulc (/j8) avoo I’oqua- 
tion t j'i). Quan l a I’oqnalion (53), on pourra la prosonlor sons la 
lor m o 


(38) 


n R(i -i- a-) 

~r=r^=r. I> ± ill'C COS 

-\-a- >' 


— O, 


(>l l'on on conclura, on raisonnanl comma a la page 1 15, 
(•«)) A 


n H(i -(-«’) 

, - — - p ■z: arc cos — — — -- 

IVn-« J r 


— o. 


Done la dilFerenco finio do I’oxprossion 

ft R ( l ~4“ ft ' ) 

p rb arc cos — 

\i i -+- « 5 r 

s’ovanouira, on, on d’aulros lermes, cello oxprossion eonsorvora line 
valour eonslanlo, landis qu'on lora varior 1’anglo On aura done, on 
ddsignanl par s uno eonslanlo arbilraire, 

l 

a , l\ ( M- a - ) _ 

p ± arcs cos — » — ™ S, 


\/l -h (t l 

on, co ffui rovirnl an memo 
(Co) r = 


R ( t - h a 1 ) 


cos I 


V \/>-i-«v 

Cola pose, la formulo (07) donnora 
( 81 ) $i + t»*=«*R* 


i -I- a- 


cos 5 




Si, dans cello dornifero, on subslilue la valour do p t i 1*6 c do J’equa- 
lion (.)/|), 011 Irouvora 


lfi-0 


a*(i-f-rt‘)R* 


5 /q ?___ -i- v£± tt' r- x * 

\ R \] 1 4- u l «R\/i-i-«' 


La formulo (62), rounio a 1’dqualion (5G), didermino, pour chaquc 
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valour purtlciilicre c(e (a constitute 3, une developpee tin I’helioe qm» 
I'm) ennsidero. 

ll no sura pas inutile do remarquer quo la plus polite des valours 
do /• Ion rnies par (’equation (Go) osl toujnurs egale an produit 
c’est-lwliro au rayon do co indium, ot oorrospond a uno 
udiiiiti! do valours diverges do Fangio p, donl I’lino est equivalent!' an 
rapport, 

a 

Si, pour abreger, on dosigne par P co memo rapport, on, on d’aulres 
(ennes, si I’on pose 

(<»i) p ~ 

a ’ 


les equations (Go) ot (Gi) deviendront respectivemont 
t(i4i 


( — ; , 


cos 


ol 

i»r>) 




5i 

\fi -I- a 1 

I *+- 

COS^ 

\/ 1 -h a 2 


kn/in, si I’on combine lequation (65) avec I’equalion (5/,), on 
Irouvera 


m 


c - flity; (! + lanf , g ig — H i , 

\/ 1 -+- a 1 


)n pourrait rempiacer les tbnnules (5G) et (6a) par le. syslonio des 
ornni os (4f>) ct (G6). Si de cos dornifcres on tire les valours do *, q 

Ct ; CX f ,m<5t ‘ S cn f,,nclion d0 g- obliendra trois equations com- 
prises dans la fornnile 

ifi7> - VL-^ttsinfl t-ahe i atp-V) 

« silly, — a coy) ] =*(j + «VIUans^^JLl 

i/i-l -a 1 

qui pent, a elleseulo, representor chacunc des ddvcloppcos do I’helioo. 
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II rosullo evidommonl do I’equalion (67) quo Ics ooordonncos E, -q, l 
do ehaquo developpoe doviennenl infinios, Louies los fois (f 11 n I'anglo/i 
ohlionL imo valour do la forme. 

((53) /< -- I* ifc ('in + 1) - ■ ' ■ — ) 


n dosignanl un n ombre onlior quolconquo. Do plus, Landis quo 
1’anglo p converge vers 1’uno do cos valours, !c point (£, -q,£) no 
oesse pas d’elro si Luo sue la surface devoloppablo represented par 
Poqualion (/id), ot s’approcho ind 61 inimo.nl. do collo dos generatrices 
do la memo surface ii Iaquollo apparlionnonl los equalions (/jq), 
quand on aLlriliuo a p la valour donl il s'agil. Done oliaquo deve- 
loppee sera e.ompnseo d’uno inlinilo do branches qui sYlemlronl ii 
l’inlini ol doitl cliacuno aura pour asymplolcs doux general rices do la 
surface, (oG), 

Observons onooro quo, si I’ou nomine A ol % los coordonnoes 
polairos do I’uno do cos doveloppuns projeloc sue lo plan dos.r, y, on 
an ra 


( (3g ) t --- 31 cos ( i\ yi — .'(I sin 

oL qu’011 consequence los forinulcs (/19) , rounios a Poqualion ((>()), 
donuoronl 

, 1 a{ 1) 1 > ) 

( .11 sin (/) - ‘l 1 ) ± u(i i-« 4 ) 8 )Uang- -! * 

{70) • vi-w< J 

( .'H e.os ( /> — if) — «* It. 


Lo, sysLorno dos equations ( 00 ) 01(70) pent 61 ro employe avoc avau- 
luge dans la recherche dos propnoles dos dovoloppeos do I’helice. Si 
I’on pose, pour plus do simplicilo, P -- o, cos 6([uations so rodui- 
ront ii 


(.7 0 


/ £ -- a R/> ~ ± (1 -I- «* ) 8 It tang 

j j 

1 .‘A. sin ( p — l f) :■= ±: « ( 1 -h « 5 ) 2 U tang 

( tl\ cos (/> — ff) =— « s lt, 


\f 1 - 1 - Cl 1 


> 



I 


I 
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ot rcprbsentcront colic ^les dbvedoppbes sue laquolle est sitin'* l<> 
conirc do courburo correspondant au point do Hi Mice qui coincide 
aver I’origine. Ajoutons quo, pour rovenir ties Tommies (71') an x 
lormules 1 6G > ct (70), if suffit bvidemment tie remplaeer (os quan- 
tiles 

p, ® ei ? 

par les differences 

P - P, «-l\ C-rtltP. 

Or, fa substitution do 1 ’anglc p—V a Tangle />, ot do Tordonnbe 
s-rtRl 5 a rordonnbo est prdcisbinent colic cju’il convionl (Teflon- 
tuor pour quo fa courbc a iaquello appartiennont lex trois ooordou- 
ncos <?, di et C sc dbplacc dans I’cspaco do tcllo sortc quo oblique point 
deerive d abord, on tournant autour do l’axo ties c, uvoti un niouvo- 
moat do rotation direct, si P est posilif, Tangle 4- P, ou avoo mi 
mo u vcmonl do rotation retrograde, si P est ubgatif, Tangle — P, ol 
paicourc ensuite, on glissant sur uno paraJIbfo h col uxo, hi Ion- 
gueur rtPP dans lc sens des 5 positives, ou la longueur — a HP dans 
)e sons d os * negatives. Done le emplacement dont ii s'agit so Hit pour 
transformer la tlbveloppbo quo reprbsentent los formulcs (71) dans 
Tune qnelconque des autros dbveloppbes tic Tliblioc. Done ton I cs cos 
dbveloppbes sontdes courbcs semblables outre olios et suporposablos. 

Ajoutons quo, si Ton attribue a P 1 ’uno des valeurs comprises dans la 
formula 


(72) 


P = ± ( 9 n ■+■ 1 ) - , 

» a 


co seront Jos diverse* branches do la premiere tlbveloppbo qui so 
frouveront, en verlu du Replacement donl nous avons parlb, supbr- 
posbos ies lines mix autros. Done toules los branches d'uno memo 
1 tveloppcc sent semblables entr* dies. Cc S propri6U!» rom.rqi,.l,lo, 
(OS (Imeloppeos de Thblice tiennent a fa forme rbgulibro do colic 
combe, qne 1 on pout suporposer a cllc-mcmo en lui imprimnnl tout 
a la fo.s un double mouvoment dc rotation autour do Voxo des a ol do 
translation paralf element a cet axe. 
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On dil quo deux courses lx double courbure sont osculat rices rune 
do Vaulrcj on un point qui lour est commun, lorsqu’elios ont on ce 
point, non soulemont hi irffimo tnngcnle, mais encore le memo ccrclc 
osculateur, el par consequent Ie memo plan osculalour, la memo nor- 
male prineipalo et la memo courbure. Alors lc contact qui existc 
entre los deux courbes prend Ie nom d 'osculation. Cola pose, on eta- 
1)1 Ira facilomont la proposition suivantc: 

Tukoukmk I. — Goncevons quo deux courbes a double courbure soicnl 
represented t par deux equations entre les coordonnees rectangidaires 
x\ y, z , el quo Von prenne V abscissa x pour variable independanle. 
Pour qua les deux courbes soient osculatrices Vune de V autre an un 
point commun corrcspondanl d V abscissa a\ if sera necessaire et il sujfira 
que les ordonnees y, z relatives d cetta abscissa et leu vs dcrivccs du 
premier at du second ordre, cesl-d-dirc les six quantiles 


(«> 


y> 



r 


d\y 



(Pz 

dx'- 


consei verity dans le passage d'une coitrbc d V autre , les intones valours 
numeriques cl les intones signes ( 1 ). 

Demonstration. — T5n oflVl, si cos conditions sont complies, les 
deux courbes auronl evitlemment un point commun corrospondanl a 
l’ahscisso or. Do plus, on conclura do cc qui a etc dit cwlessus 
(seiziemo Logon, p. ac)a) quhdlos ont la memo tangontc, et dos 
formules (to) qu'olles ont to memo centre do courbure. Done, par 


{ l ) Co Lhtiorcmc, qui subsislo gdndralomoni lorsquo los c|imnlil^s j s j j ", z\ z“ 
eonservont, pour lo point commun aux deux courbes, (los vuleurs finios et fournissent 
uno valour dolorminde du rayon do courburo p, ost sujot a quolquos Woplions. 11 potir- 
rail cossor d'61ro vrai si los monies qimnti L6s, ou quolquos- lines d’onlro olios, dovonaicnl 
uifinics. Alors los valours do £ — r, ■— j*, £ — c, dunnties par los <5 filiations (io) ot lo 
rayon do courbure p, pourraiont so presenter, pour Tuno ol PauLro courho, sous la forme 

et vanor neanmoins dans lo passago do la promi&ro courbo A la secondo. Au roste, la 

remarquo quo nous faisons ici ost applicable non soulement aux courbes a double cour- 
buro, mais onooro aux courbos pianos, ot par consdquonl an ilieorcmo I do la huiliomo 
Legon. Effect ivomcnl, co IhAuromo sorait on d<5faiil si les courbos proposes so redm- 
saiont aux courbos ( 5o) dc la pago \tn. 
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suite, piles nu t'on t encore Ic memo cerclc osciilaleur. Rbeiproquo- 
mcnt, si les deux courbes son! osculatrices 1 'une do I’autro an point 
donl I'abscisse esta;, non soulemenl les quantiles 

. _ ‘O' 

^ dx ’ "* dx 


devronl rosier les monies dans le passage d’nnc courbo a I’autre, inais 
on pou I’m encore on dire autunt du rayon do courburc p, airisi quo 
des coordonnees l, vj, '(, du centre dc courburc, cl, par consequent, 
des quantiles y\ z" , dontles valours, determinoos par le moyon des 
equations (io), sc reduisent a 


t-3) 



n~y—y'(^ — x) 
p 3 


(i +/ 5 +=''), 


?- 


p 2 


{!+/*+ 


Corollaire. — II suit, du theorome I quo, dans Ic cas ou deux courbes 
a double courburc sont osculatrices l’uno de I’autrc, on pent on dire 
autant dc lours projections sur cliacun des plans coordoiuibs, cl 
iiiojnc dc Icurs projections sur un plan quolconquo, puisqun I’on 
pent fairo coincidcr le plan des x, y, par example, avec un plan quel- 
conque clioisi arbitrairement dans l’espacc. 

Lc thcoremc I Slant demonlre, on en deduira sans peine, mi rat- 
sunnaiit commc dans la huitieiue Loco n (p. 128 ct laq) uno an I re 
proposition quo Ton peut enonccr comma il suit : 

liuLoilfiME (I. Deux courbes ci double courbure dtant represent ccs 
par deux equations enlre les coordonnees x, y, s, pour scivoir si ces deux 
courbes soul osculatnc.es Dune de l' autre en un point donnd, il suj/ira de. 
prendre pour variable independanle on une fonciion ddlermidne des 
variables x, y, z, ou l arc s comptd sur chaque coiirbe a parlir d’un 
point fixe , ct d examiner si, pour le point donnd , les mdmes valeurs de 

x > )'> dx, cly , ch, d i x, d'-y, d*s 
peuvenl dire iird.es des equations des deux courbes. 



CALCUL DIFFEItENTIEL. 


337 


11 csl bon d’observcr que, dans le cas oil Ton prcnd l’arc s pour 
variable independanto, le theorem© II so deduit immedialemcnl des 
formulos ( 5 ) ot (G) do la seizieme Legon reunics a la formula (28) 
de la dix-scptihme, Logon el aux formulos ( 5 ) do la page 3 i 8 . 

Si, dans lc theoreme I ou II, on suppose la seconde courbc reduile 
au cerclc suivant loquol so coupcnt une sphere etun plan represents 
par deux equations do la forme 

( (w O'-0) 2 +( S -C) s =P 5 . 

(7a) 

I — £) cosL -H (7 — yi) cosM -h (z~~ £) cosN = °, 

les conditions propres a exprimer quo lo point ( x , y, s) cst un point 
d’osculalion suffiront pour determiner le rayon du cerclc olios eoor- 
donnecs du centre, c’osl-a-diro les qualrc inconnues ij, vj, el p, avoc 
deux des trois angles L, M, N, qui d’ailleurs sont lies outre oux par 
l’equation 

(7a) cos’L -I- cos’M H- cos s N = 1. 

En ofTcl, si Ton prcnd cc pour variable independanto, les valours 
doj, y\y" \ s', z" tiroes des equations finics de la premiere courbe 

el do sos equations doriveos dovronlsalisfairo, on vertu du IhcoremH, 
aux equations linios du cerclc ot a lours derivecs du premier el du 
second ordre, c’osl-a-diro aux six formulos 


(7 6 ) 


(77) 


j - K *-?) 2 = p 2 , 

• + (/ -vt)/ +(»-C)a'=0, 

( ! /» -1- a« -1- (/ - n )y" ■+■ ( 5 - K ) «'= o, 

(cc — £) cosL -1- (y — , yi ) cosM (.3 — ?) cosN = o, 

< cosL -1- /'cosM -t- s' cosN = 0, 
y" cosM 4* s" cosN = 0. 


Lorsquc do cos dornifcros formulos, join tos a liquation (70), on 
deduit los valours des inconnues L, M, N; 2 j, vj, cl p, on rotrouve, 
commo on dovait s’y allondre, les equations (i 5 ) 01(29) de la dix- 
scpliomo Logon, ot los equations (10) do la pagoSip. 

QRuwta de C . — S. II, t. V, 


43 



338 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 

Si l’on ccssait do prendre a? pour variable indcpcndanlc, alors les 
equations finies du ccrclc ot scs equations diflerenliellcs dn premier 
et tin second ordre pourraient elre presentees sous les lormes 


178) 


(79) 


1 (•»• — £) ! -t- O' — 0 ) 5 •+■ ( 3 — C) J — p ! » 

{x — l)d.v 4 -{/— n)<ty -h(z — $)ds = 0 , 

(.r — £) tl l x -t- O' — f) )d 2 y -I - ( 3 — S) d 2 z — — ds-, 

/ {x — i) cosL -t- O' — /)) cosM -t- (z~ £) cosN = o, 
| cosLrfa? -heosMf/r -+- cosiV dz = 0 , 

( cos L cl 2 x -+- cosM d-y - 1 - eosN tl 1 z — o, 


ct devraient 6tro verifiees par les valours dc cc, y , z, dx, dy , dz, d J x, 
d-y, d i z tiroes des equations do la premiere courhe. 11 imporlo d’oh- 
server quo les equations (79) coincident avee les lormules (/|) et (id) 
de la dix-septiemc Logon, ct les equations ( 78 ) avee les formnles (t \) 
dc la page 319. 
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DIX-NEUYliSME LECON. 

rayons dk coijrrurk dhs sections faiths dans u.vi: surfice par bps class normaux. 

RAYONS 1)1! OOimmmi! P1UN01PAUX. 1)ES SUCTIONS DOM' ITS COUIinnilF SOM' Nlll.L'ES, 
DANS r,l! HAS Oil L1!S RAYONS DE COURRURB PRIXCIPAUX SONY DIRK’.tS PN SENS CON- 
TR AIRES. 


Gonsiderons unc surface courbo rcpresenlec par i’equation 

(i) it— o, 

dans laquellc u ddsigno nno, fonction ties coordonnees reclan gu- 
laircs x, y, z. Si, par 1111 point (x, y, z) domic sur ccttc surface, on 
fail passer un plan normal, ce plan coupora la surface suivant line 
ccrtaine courbo quo nous nommerons section normcilc. Soionl p le 
rayon do oourbuvo tie cette courbo relalif au point (x, y, z ) el £, Y }, '( 
les coordonnees du centre do courburc corrcspondant. On aura 


(a) 




ct, commc lo centre do courburo sc trouvera evidemmont situe sur la 
normalc mende par le point (a.*, y, z) a la surface proposcc, les coor- 
donnees y\, 'C verifieront ndccssaircmcnt les equations do la normalc 
oil la formulo (11) do la qualonicmc Logon; tie sortc qu’on aura 
encore 


( 3 ) 


• T — i _ J -~n _ z — K > 

da ~ ~ dtt_ du 

dx dy Os 


Obscrvons, maintonanl, que l’ 6 quation (2), dans le cas oil Ion y 
considiro x , y, 5 commc sculcs variables, cst l’unc dcs equations du 
cerclc osculatcur dc la section normalc que 1 on considere, ct qu cn 
vortu des principcs etablis dans la dix-liuilieme Lcgon la different! olio 
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flu second ordre do cotte memo equation, savoir 

( /|) (as — l)(l l x +- (y — •( ))cl l y 4- {z — K) d'-z 4- dx 2 4- d y 2 -\~ dz 2 ~ o, 

devra etre verifiee par 1 os valours de x , y, z, dx, dy, dz, d'x, d' l y, d*z 
tiroes des equations de la section norinaie. 

Si, pour plus do commodite, on dcsigne par s Fare de cotte eourfoe, 
les coordonneesa?, y,z de la mtiino courbe sc trouveront Iiecs a Pare s 
par [’equation differen tiello 

< 5 ) dx" 1 4- dy 2 4- dz 2 da 2 , 


cn verlu de laquolle la formule (4) pourra etro reduite a 
(6) (a; — l)d‘ t x + (/ — •/)) d l y -|- (s — $) d*z ~ — ds 2 . 


On tirora d’ailleurs de la formule (i) difterentieo de 


ut'UA 1UJ& uu null 


<7> 


l du 

dx 


** + g ( p.y + ™ d > z — dx , + — df * _ h _ 


On 


d 2 u 

- 1 — — dy dz + a 


(Pit 

dz 

0*11 


0 2 u 


d*u 


dz 2 


‘ dy dz '** " T ’ * ~dzdx 

(mis, en posant, pour abregor, 

q dya dx* d 2 u dy 2 0 2 it dz 2 

dx 1 ds 2 + dy* ~ch* 'dz 2 ds 7 


dz dx 4- a dx dy ~ o, 


( 8 ) 


0 2 u dy dz d % u dz dx d 2 u dx dy 
xz mz ~T* Tn + 2 ~T~r ~ ~r 4- 2 -{ — — — 4 j 


"* 2 dy dz ds ds + 2 dz dx ds ds 2 dx dy ds ds 

on reduira {’equation (7) a la suivantc : 

<*> fx d '“ + Ty di y+%^=~ <**■• 

Si 1 ’on fait, en outre, commc dans la quatorziemc Leijon, 

on condura sans peine do la formule (3), combince avec les equa- 
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lions (2), ( 5 ), (9) cl (10), 


Ou 

07v 


Ou 

<>)' 


On aura done 
(« 0 

cl, par suite, 
(ia) 


Ou 

ds 

[(snsb 


{ " if 


{.<-• — i) (Px -\- (y — o) d\y + (z 

— C)J*s i 


Ox dy J 

+ ~ <P 

Oz 

"O' 

AJ 

i 

T! 


T 


Ou 

Ou Ou H 

~Q* 


Ox 

Oy Oz 




P “ H 


11 osl essenliel d’oltserver <[uo, dans les formules(i 1 ) et ( 12 ), II re- 
presonlo unc. function eonnue des coordonn6os x, y, s. Quant ii la 


elre exprimee en function dcs coordonnecs x, y, z ol des angles quo 
forme avee les demi-axos des coordonnees positives la tangcnteiuonoo 
par le point (x,y,z) a la section normalo quo I’on considere. Ru 
elfel, si l’on nomine a, (3, y ces m times angles, on aura ( voir la 
seizieino Logon) 


('») 

011 bion 
('/ 1 ) 


tlx 

CIOS CC ) 

Us 


cos (3 


d Z 

ds 1 


COS# : 


(lx 
ds * 


-—f 7 , 


ch 

cos y — 


fh 

cosy = — , 


el, dans l’un ou 1’autre eas, on lireva do Pcquntion (8) 


(i5) 


(Pu (Y‘ u d*u . 

Q = C08*« -I- jp cos’p H- COS »y 

tPu a <Pa ()*(( a 

H- 2 -j- cosp cosy -b a cosy cosa -b 3 cos? cosp. 
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Or, il esl clair que lo second membrc do cello dernirre equation se 
reduit a line fonclion commodes variables x,y, z, a, (3. y. Cola pose, 
si i’on domic, avee le point (x,y% i), la tangcnle nienee par on point 
ii une section normalo faitc dans la surface proposer, il siitlira evi- 
demment do rccourir il la formulc ( 12 ) pour determiner le rayon dr 
courburc p de cetlc section normalo, et a la fonnulo (i i) pour drier- 
miner avec le rayon p Ies coordonnees £, vj, £ du centre do oourlmrr. 

Lorsqu’on passe d’unc section normalo a line autre, sans drplaerr 
1c point (cv,y, s), Ies angles a, (3, y ohangent de valours, ol la memo 
chose a lieu, du moins on general, pour la quantitd 0 cl pour les 
variables qui on dependent, savoir : /), ‘C et p. S’il arrive que. dans re 
passage la quantitc Q change de signe, alors Ic rayon de eourhuro 
de i’une des sections normales sera determine par I'eq ualion 


(> 6 ) 


i 0 
p-ll’ 


et celui de l'autre par liquation 


('7) 



car, les quantiles p et 1{ etant essenliclloment positives, on doit 
nccessairement reduiro le double signe :db, qui affccte le second 
membre de la formule ( 12 ), au signe - 1 -, dans lo cas oh Q os I. posilif, 
et au signe — , dans 1c cas conlraire. D’autre part, les quantiles 


du du du 
(Le 5 dy’ Hz' 


etant indepen dailies des angles «, [3, y, on pout affirmer que, si, dans 
le passage dc la premiere section hlasocondc, la quantile Q change 
de signe, les differences 

Ck — l, y ~ y) j s — £ 


enchangeront pareillcment. Done, les centres dc courburc des deux 
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sections sc trouvcront sillies, ii regard du point (cc,y, z), 1’ an d’un 
cole, 1’aulre do l’autrc, sup la normalo mcnee pap cc point a la surface 
(I on n 6o ; do sop to quo les rayons dc coupburo dos deux sections scroiil 
diriges on sens contraires. 

Les rayons do courlnire dos diverses sections norniales qui passenl 
par nn memo point (x, y, s) out entro oux dcs relations qui merilent 
d’etre rciuarquoes, Pour decotivrir ces relations, il faut d’abord 
chcrolier la lor suivanl laquello, le rayon do courbnro p, determine par 
la foriruile (i 2 ), varie avoc les angles a, (3, y, qui sent ronfennes dans 
la valour do Q. On pout remlre cclte loi Tort evidente a l’aide d’une 
construction goomolrique qui consistc ii porter sup la langcnte a 
cliaquc section normalo, a partir du point (x, r, z), ct dcs deux cotes 
do ce point, deux longueurs egales an rayon do courbnro corrcspon- 
.dant, ou a uno puissance positive do co rayon. La ‘courbo qui passera 
par les extrernites dcs longueurs ainsi portees sur les diverses tan- 
gentes sera ovidemmenl uno courbo plane, comprise dans lc plan 
tangent ii la surface proposed ot, comme lc rayon mono du point 
(ce,y, s) ii cotto courbo eroitra ou decroitra on memo temps quo lo 
rayon do courbnro do la section normalo tangontc au rayon vccleur 
dont il s’agil, il est clair quo la nature do la courbo sera trf's propro ii 
Cairo eonnaitre la loi suivant laquello yaricra ce rayon do courbnro. 

Dans lo cas particulicr oil l’on suppose quo la longueur porter sur 
cliaquc langcnte est egale a la racine carrce du rayon ‘do courbure 
correspondanl, la courbo dont nous venous do parlor so reduil ii uno 
ligne du second degre. Adoplons, on cflTol, riiypolhesc dont il est ici 
question, ot conccvous que l’on ddsigne par <j, q, non plus les coor- 
donnecs du centre do courbure, mais colics dc I’cxtremilc d’une 

longueur ogalo ii p 2 portcc ii partir du point (m, y, z) sur la tangontc 
qui forme avee les demi-axos dcs coordonnecs positives les angles «, 
p, y. On trouvera, en admettant que 1’origino dcs coordonnecs con- 
serve sa position primitive, 

1 j ‘ X 

£ — (V — P* cosa, Y) —y — p 1 cosp, ? — 5 = p 2 cosy, 
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ct, en transportanl 1’originc au point (&,y, z), 

i s n t 

(18) c — p’eosa, v) = p 3 cosp, ? — p s cosy. 

On tiro d'ailleurs de la formule (12) 


Qp = ±B, 

puis, en remetlant pour Q sa valour donncc par [’equation (i 5 ), 


(>9) 


P d 2 u d 1 u . d 2 u 

, [^ C0,, « + ^ C08, P + ^ C0 » , y 

(Pit 


4 - 2 


>- „ (Pi/ (Pit . 

' ,). cosp cosy 4- 2 — —cosy cos« 4- 3 -r — r-cosacosfl . 
oyaz < dz Ox 1 OxOy 1 | 


± H. 


Done, en ayant egard aux formules (18), on trouvera d olini Civomon t 


(20) 


dhi 


d-a 


d*u 


d* u 


d*u 


w " ti . V “> 2 , - V « w . iru ,. y (Pa . 

0^ K dy* 0 + d*> ? + 2 dJTz nK + 9 OT; ^ ~ h 9 ^-' ± 11 


Cette derniisre equation, dans 1 c cas oil l’on y eonsidiire 5 , y), £ 
com me seules variables, representc line surface du second degre q 11 i 
roil forme la courbe plane ci-dessus menlionnee. On pent rctnarquer 
quo cette surface a pour centre la nouvollo origino, c’ost-a-dire 1c 
point (a?, y , 5); ct, conimc 1c plan de la courbe passe aussi par le memo 
point, on est en droit de conclure quo la courbe dont il s’agil so reduil 
a une lignedu second degre quia encore pour centre le point (x,y, z). 
Pour obtenir les deux equations de cette ligne, ii sullit de joindro a la 
formule (20) l’equalion qui represente lo plan tangent mono ii la sur- 
face donnee par le point (a;, y, z), quand on transport en ee point 
I’origine des coordonnees, e’est-a-dire l’equation 


( 31 ) 


v du du du 

^ + - n dy + ^=°> 


que Ion deduit de la formule (2) (quatorzibme Loqon), en rem- 
plaqant <;, q, '( par \ 4- x, v) 4 -j, 'C+s. On pourrait encore etnblir 
l’equation (21), en observant que la difli&ronliello do liquation (i), 
savoir 


Ou . du , du 

^dx + -dy + —dz = o, 


(22) 
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so red nil, on vertu des form ul os (i 3 ) on (r/j), ii 


( 23 ) 


<ht 


<)u 


lU . cose/ -i- ^C0S(3 -I- ~ cosy ~ o, 


ol on eliminant do cello dorniore, ii 1 ’aidc dos formulos (i 8 ), los trois 
angles «, ( 3 , y. Enlin, si I’nn appello X, p., v los angles quo forme avoc 
los deini-nxes dos coordonnoes positives la normalo monoo par lo 
point (.i\ y, z) a la surface proposec, on aura 


, oosX cosp cosv 

( 2 i| ) — ; — — ; — — ; — > 

(111 ()(/ ( )(( 

Ox Oy 0 z 

ot, par suilc, I’oq nation (21) pourra cl re presentee sous la forme 

(«5) H cos). + o cos )J -I- K cosv - - 0 , 

Observons mainlonanl. quo los formulos (20) ot ( 20) sent onliero- 
ment sontblablos aux equations (1) ot (2) do la quinzieme faujon, 
dosquollos on los deduit on rcmplaiianl los coordonnoes a\ y, s par 
los coordonnoes ■/), ot los cooincicnls 


A, J), C, 1), E, F, K 

par los quantiles 

()• II (Pll t ) 1 II (Pit (Pit (pH _ u 
Ox*’ 0 y s ’ 0 :’ i ’ OyOz' i)s <).c' Ox Oy' ~ 


Cola pose, on conclura dos principcs exposes dans la quinziome 
Lccon quo la ligno rcprosonldo par lo. systeme ties equations (20) 
ist (20) so reduil, on general, a unc ellipse ou an systeme do deux 
hyperboles conjuguecs; mais quo, dans certains cas parliculiers, olio 
pout so. transformer on un ccrcle, ou on un point unique, ou on tin 
systeme do droites parallMos, egalcmonl distantes du point (iv, y, z), 
ou bien encore en un systeme dc deux droites in on 00s par ce memo 
point. La memo conclusion resulle aussi dc la forme quo prond 
IVjquation (20), lorsquc Ie plan dcs tv, y ost parol J Me au plan tangent 
OKuvrcs tie C — S. II, l. V. 44 



3/,U APPLICATIONS DC CALCUL INFINITESIMAL, 
m one par 1 c point (&', y, s). Alors, on diet, 1 equation (21) on 
se mlii 1 1 a 


( a 5 ) 


( t>( 3 ) ? = 0. 

el, on coinbinant ool!c-ei avec la formnlo (no), 011 trouvn pour I’oq na- 
tion do la lignc ci-dessus menlionnee 


( 37 • 


,r-u 


1 r-n 


(?tt 


Ox 1 * 2 Ox Oy ^ n + Oy ' 1 


o i —±n. 


Or, il esl facile do s'assurcr quo l'oquation (27) reprosonlera line 
ellipse, si la difference 

(Pa (Pit / (Pa y 
(2S) Ox * Oy 1 \ 0 x 0 yJ 


osl positive; deux hyperboles conjuguecs, si cdtc difference devienl 
negative, ct deux droites paralleles, si la memo difference se rod u it ii 
zero. Ajoulons quo I’cllipsc sc Iransformora on un eorcle, si l’on a 


d-tt d~u d'ff 

(2!,) oP ~~ Oy- ’ 07 i r ()y ~ °’ 

ot quo la condition 
( 3o j U — o, 


si die est verifiee, reduira ('ellipse au point (x, y, 3), on les deux 
hyperboles li deux droites monecs par cc point', (lomnie on pent 
d’ailleurs choisir arbUrairoinenl lc plan des cc, y, le raisonnement 
qu’on vient do faire cst evidemment applicable a tous les points do la 
surface proposec. 

Pour quo l’dquation (21) se roduisc, comtnc on vient do le sup- 
poser, ii l’equalion (26), il faulneccssairomenl quo des trois quantiles 

On On On 
Os' Oy ’ Os ’ 


les deux premieres s’evanouissent, oil quo la troisiemc devienne 
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infinio. Dans lo premier cas, on trouve 

(3.) 

0 z 

ol l’equation (27) duvionl 


(3‘?) 


(Pit , tP it 

, — 1 f, 

()j. - ’ Ac et/ 



(be 
3 s ‘ 


II est esscnticl d’obscrver que, pour chaque section normale, les 

conrdon nees !■;, yj du point silue a rexlremile do la longueur p“ veri- 
(ient loujours une sen lo des equations 


(33) 


(3/,) 


t)x^ 1 * Ouray 


, <P I' n 


<P It y„ IP' It 

£- -1- 1 — j — in h- 

'* *’ 2 ’ u.v Oy 


<U 



R, 


-H, 


t|ui sent comprises l’une ol 1’ autre dans la lormule (27), et qui cor- 
respondent la premiere a l’equation (iG), la scconde a I’equation (17). 
Done, si, dans lo passage d’unc section normale a une autre, le pre- 
mier nii'inbre do la formule (27) change do signe, il faudra subslituer 
1 Os equations ( 3 /|) 01(17) aux equations ( 33 ) et (iG), ou rccipro- 
quement; et, par suite, les rayons dc conrbure clc cos deux sections 
normales scronl diriges en sens contraires. Au rcste, cola 11c pout 
arriver quo dans 1c cas on la difference (attest negative, e’est-a-dire 
dans lc cas oil l’equation (27) represontc un syslcme de deux hyper- 
boles conjuguees. Alors lc plan tangent a la surface donnee divise, 
cotte surface en deux parties, el l’une de ces parties ren (brine les 
sections normales dont In rayon do courbure sc dirige dans un sens, 
landis que l’autre comprend les sections normales dont le rayon de 
courbure est dirige en sens inverse. Au eonlrairo, lorsquc l’equa- 
tion (27) represontc une ellipse, cctte equation sc reduil, pour loules 
les sections normales, ii une sculc dos formules ( 33 ), ( 3 /|). Done 
alors tonics les sections normales out lours courburcs tournees dans 
lc memo sens, co qui suppose que la surface courbc ost siluee loul 
onlierc d’un memo cote du plan tangent. 
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lliminm It* rayon do courburc p d'unc section nonnalo est In cam* 
du rayon vocteur i/(£ 3 -+- rf~) mono du point (.r, y, z) a la ligne ('27), 
on pent alfirmor cf 110 rhncmi des deux plans normaux qui passent par 
les deux axes do cello ligne produit uno section normale donl le rayon 
de courlmro est 11 w maximum oil un minimum. Nous uommerons sec- 
tions principales ot rayons de courburc principaux les deux sections 
normalos donl il s’agil el lours rayons de courlmro. Cola pose, il est 

t 

clair quo les plans des sections principales so couperonl toujours ii 
angles droits, ot quo les rayons do courburc principaux seronl diriges 
dans le memo sens, si la ligne (27) est line ellipse, mais on sens con- 
(raires, si la ligne (27) so transformo cn un sysleme de deux hyper- 
boles conjnguees. AjouLons quo cos rayons de courlmro rep resen lo- 
ro nt, dansle premier cas, uno valour minimum et line valour maximum 
do la variable p, el dans le second cas, deux valours minima de la 
memo variable. 15 n d’autres tonnes, si la ligne (27) est line ellipse, 
Jos sections principales seronl les sections normalos do plus grande 
et de moindro courburc. Mais si I’equation (-17) appartienl a deux 
hyperboles, les sections principales seronl I’une etl’autrc des sections 
normalos do plus grande courburc; sculomont, lours courburos seronl 
dirigeos cn sons cunlraircs. Dans la memo hypo those les sections 
normalos donl les plans renlerineront les asymptotes eommunes aux 
deux hyperboles auront evidemmont des courburos nulles, corres- 
pondanL a des valours infinics do p. Done les plans des deux sec- 
tions donl les courburos s’ovanouiront forme rout des angles ogaux 
avec les plans des sections principales. 

Lorsqno, la diffdrcncc (28) clanl positive, les conditions (29) sont 
verifieos, I’eilipso roprescnlce par liquation (27) so change, coniine 
on I’a flit, on un ccrclc. Alors, toutes les sections normalos ayant des 
courburos ogalcs, on pout designer sous le 110m de sections principals 
deux sections normalos quclconques donl 1 us plans so coupenl ii 
angles droits. 

Lorsqno la difference (28) est nullc, la ligne (27) so reduil ii 1111 
sysleme do droites parallelcs, quo Don peut considdrer commo rep re- 
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3'fit 

senlanl unc ellipse dont 1c grand axe cst devcitu infini. Done alors les 
sections prinoipales correspondent ii line valour minimum el a unc 
valour infinio do f>,'on sortc quo I’une do ccs deux sections a une 
courlmro uulle. 

Si la quantile It s’ovanouissait, toutes les sections novmales auraient 
dos rayons de courlnirc nuls ou infinis. 

11 existe, outre les rayons dc courhure principaux etles rayons do 
courlmro de deux sections normalcs dont les plans so coupcnl ii angles 
droits, une relation quo Ton deduit facilement dos thcoronies I ot II 
do la (juinziomc Loqoii. Kn cflel, si l’on remplace los courbes dont d 
cst question dans cos theoromes par la ligne ( 27 ), los carres des rayons 
vec tours monos ii cos monies courbes sc changeront on rayons do 
courlmro de sections normalcs ii la surface elonnee, ot 1 ’on so trouvera 
iininodiatemenl conduit a la proposition suivanlc : 

TiiKOHoir.. — Si, aprds avoir mend, par tin point (.t, y, z) cl’ une sur- 
face courbe, deux plans reclang ulaires entre eux el normaux a celle 
surface, on dime surcessivemenl l’ unite par chacun des rayons dc cour- 
buve des deux lignes d’ intersection, la somme des quotients sera une 
quantile constanle, pourm qite dans celle somme on prenne toujours 
avee le signe - 1 - les rayons vccteurs diriges dans un certain sens d partir 
du point (x, y, z), el avee le signe — les rayons veclears diriges cn sens 
inverse. Par consequent, la somme dont il s’agil sera egale, au signe 
pres, a la somme ou a la difference des quotients rclalifs aux rayons de 
courhure principaux. 

On pout encore trouvor facilement la relation qui cxistc entre le 
rayon do courlmro d'ltnc section normalc quelconque cl les angles 
formes par le plan dc colic section avoc los plans dos sections prin- 
cipals. Pour y parrenir, obseryons d’abord quo, dans Ic cas oil le 
plan tangent ii la surface proposcc est rcprcscnlc par l’equalion (ati) 
cl devient parallelc au plan dos x, y, on a, pour la tangente a cliaque 
section normalc, 


(35) 

(36) 


cosy — o, 

cos 2 a - 1 - cos 2 |3 = 1 . 
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Par suite, on (ire tie la formulc (ro) 


(3; i 


/A * d-U o , 

0 "t ~ cos 3 « h- i ^ — r-cosa cosp H- 
^07 Of 


tV-tt _ 

- fos-(5. 


4r 


La uleur prcccdente do Q dcvienl encore plus simple qii.ind on 
suppose les plans des x, z et dcs y, z parallcles aux plans des suctions 
prineipales. Alors, on cflet, l’cqualion (27), rcprosonlanl line linin' 
du second degre rapportco a ses axes, ne pool plus ronfernior le pro- 
duit des coordonnces 7) el doit sc reduire a 


(38) 


Ox"- 4 + Oj 2 * 


On a en consequence 
(3g) 


(Pu 
Ox Oy 


Or, cn vertu dc cctte derniero condition, la formula ('17) devieiil. 


(to) 


r\ d'u , d-U 
Q = ^ cos ' a+ p^ cos ^ 


Cornme on tire d’aillcurs de la formulc (36) 
cos "(3 — 1 — cosV — sin 2 a, 

il cu resulto quo l’equation ( 4o) pout s’ccriro comma if suit : 


(40 


Q = S cos9 «+p si " = «- 


Cola pose, la formulc (12) donnera 


t 


(42) 



cos 2 « • 


O-U , , \ 

2p bm ‘ a > 


Soientmaintenantp # , p, lcs rayons docourburc principanx. Comma, 
pour obtenir ces deux rayons, il suffira de poser succcssivomonl, dans 
la formulc (42), a — o, oc = on trouvera 


_L_ ± i.<P« 1 u r <Fu 

P« It do.- 2 ’ p, P Oy‘ ’ 


( 43 ) 
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(I'D 


cos’ a it - sinV. 
p„ p, 


iP ii iP a 


II osl. ossonliol d’olisorvor ([in* soul dos quantiles do mo mo 

signo dans lo oas oil roqualinn (38) ro pros mi In lino ollipso, ol dos 
quniililos do signos wnlrairos dans lo oas on la memo equation repro- 
sonlo donx hyperboles eonjtigudes. On on eonelul immodialemenl, (|no 
I’oqualiou (/j'|)so rod nil, dans lo premier oas, ii la formula 


1 4 5) 


P 


1 cos’s' -l- - sin 2 a 

po pi 


ol, dans lo sooond oas, ii la lonmilo 


(/i<‘>) 


1 1 <;os ! a sin 5 «, 

p pu Pi . 


lo premier membra dovanl. iHro affectc dn signe -\- mi dti signo — 
snivanl <| in* lo rayon do oourbure p ost dirige dans lo sons <lu ravon p 0 

on dans lo sons dn rayon p,. Si los dorivocs ^ ^ dovionnonl, 

ogalos, la oourlio ('.'18) sera tin oorelo. ISn memo temps, on aura 
p,- p„, ol Pequalion (/jo) donnora, oomnie on dovait s’y allondre, 

P : v 0,, p -P- 

Si I’uno dos <| until iti*s ^ s’ovanmiil, la ligno ('38) sora re- 

d u i Ir ii mi syslomo do donx droilos parallolos. ISn memo lamps Pun 
ill's rayons p„, p, doviendra inliui (‘I. disparailra do la fornmlo (/ii). 
Si, pour lixer Io.s idoos, on suppose ^ t o, on aura p,- -M, cl la 
Ibrinulo (40 donnora 


( 0 ) 


'• - 00S 5 «. 

p pu 


Aloes p„ sera lo rayon do courbtire dc hi section normalcqui aura 
pour I an go n lo la porjiondiculiiirc monoo aux donx parallolos par lo 
point s). 
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Si ]’on ajoufe ii la valour do ~ donnec par la fornmle (Vj) ,u ' 

^ IT 

deviant cetfe valour quand on y rcm place a par «•+--,,> on Imiivora 
pour sommo 



oo qui s’aceordc avcc le theoreme do la page 3 d 9. 

Conccvons a present quo l’on vouillo determiner dans I’osjiaoc, 
pour tin point quelconque (x,y, z) do la surface domiea, les direc- 
tions des langenles aux sections do courburo principalun et les rayons 
do courburo principaux. II sullira evideminent do elicreher le 
maximum ct le minimum ou les deux minima dn rayon do courburo 

on stipposanl les coordonnees £, yp '( I iocs enlre olios par Ins equa- 
tions (an) c( (21), Par suite, on rcconnaitra quo les valours de£,-q, 
eorrospondant aux rayons do courburo principaux doivonl vt'srilior la 
formula 

'•it>> -+■ ndn + ^clK-o, 

apros qu’on a eiimine de cette dernicro d£, r/yj ol dL 11 I’aide des 
equations difforcnticlles 


*0 


»o 


1 / ^ " • . O'u 1 Pu A 

) \S* c+ dZdj'-' l+ o5T s ty f Z 

I .u( °- u <■ , . d s u 


Oy t + ( )y± 0 + Oy C h 


Kjdf) -f- ^ 


e O'-u ( p,i 

' OyTz 0 h 0 


Ox d 




Ou du , du , 

Ty (ln+ = °- 


Cola pose, si l’on ajoute membre a mombro les Ibrmules (/fy), (jo) 
ot < 11). apres avoir multiply la premiere ot la troisibmo par dos lae- 
trm-s mdetermines — S, — T, on prouvera, on raisonnant commo 
dans la quinziemc Lo C .on(p. 2 77 ), qu’on pent eliminer cos factours 
do manure a fairo evanouir dans l’equation r&ullanlo les coellicicntK 
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des tli tToron Li dies d\, dr\, d'(, c’osl-a-diro do manicrc a verifier l os 
trois Equations 




(:h) 


Ox* 

0*u 


Ox Oy 
0*u 


Ox Oz 
O-H 


Ox Of' ' Of* ° Of Os 


Ox’ 

V O 0 It 

? = S o -\- T — > 
Or 


0*ii s , 0*u 0*u „ cv . On 

TTTS+ •rr < i+ tt ? = S?-i-T- t - 
OxiJz Of Oz 0z‘ <)z 


Si I’on ajoulo cos dcrniercs, aprits les avoir respoctivomonl mul- 
tiplioes par los coordonnces £, v), on trouvera, on ayant 6 gat'd aux 
lo nn ul os ( 20 ), (m) 0 1 ( /| 8 ) , 

(33) 


-+■ 11 

±R = S ? , S - — =Q. 

P 


Lo (acton r S no diflercra done pas do la quantile precedent me nl 
designee par la loltro Q. fin consequence, los equations (ja) pourront 
otro romplaccos par les suivantos : 


( 54 ) 


I ( 0* it (Pit , 

\ \ 0 x* ')' ,+ Ox Oy n ' 

) (Pit . /(Pit A \ (Pit tv ()lf 
I 7 )xdy^ + {dy 7 V 1 ' dy Oz ~ Oy’ 


, 0^1^ » m Ou_ 

OxOz Ox’ 

,p On 


f 0*it v 0*1/ ( 0 l 11 ,-.\ y , p On 

\ sr,fi« + 5 y T3’' + (3?- <3 ) f=r s:' 

ot i’on on emudura 

Ou |'j) ! u_ jPu _ f(Pn _ \ 0*t t 1 
1 \_0adx OyOz \ Oz 1 ")0x0y J 

11 T 0* 11 0*ii _ f 0*_ u __ .A 0*u "I j 
z I dy dz Ox Oy \ Oy* JdsOx J j 


(55) 


-h 


Oy 

On 


Y) — H 


\ou r o*u o*u fo-ii,,\ J*« ' 
” - - ^7JT7 V) Ox Oy . 


( 55 ) 


Ox | Oz Ox Oy Oz 

Ou 


p-o)(S-«)-(«i)'] 

Ou r 0*u 0Ut_ /d 3 w 0 \ '[) 

-l " Os \0x0y Oz Ox ^ ) dy Oz J) 


OKuvros (fa Ci — S. (I, U V. 


45 
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3SV 


(•»/) 


_ r_^«_ <i a « _ toy _ ,.\ oy i 

— (A» L Oydz Oxdy \Oy ! / d= di J 


I 

du 

d 2 u (Pu 

I 

h'] 

to J z; 

1 

0 

1 1 

4 

Oy 

[ Ox Oy dz Ox 

] Oydz\ 

/ 

du | 

[(£?-«)( 

1 

'^cT' 

l 

il¥ 

( <>*“ yu 

[ 


\OxOy) Jj 


a designanL un coefficient donl la valour so deduira do la formula ( /| 8 ) . 
lin ofTot, si I’on combine collo-ci avoc los equations (55), (50), ( 07 ), 
on on tirera 

♦ „ .1. 

(53) «_-=±eJ, 


U 2 designanL la soinmo des carres dos coefficients do a dans los valours 
do lj, Y), ( donneos par Ies trois equations dont il s’agit. Do plus, la 
substitution do cos valours dans la formulo ( 31 ) produira liquation 


(59) 


I 0=, 


-f- 


■H 2 


)’] 


> i!i f (Pu d s K __ tP« f 0 l n _ y 
* dv Os \ Oxdy Osdx Oy Os \d.«* * / J 

<)a ou_ r s*« oy_ _ jy_ /oy __ n \ 

5 Os d.t \_dy Os Ox Oy Os Ox \ dy 1 /_ 

Ijl (^-q\ 

d. v0f\0z' 2 j m 


Ou du [~ ()~u t Pu 
h 2 ilv dy L oTdl- OyOi 


qui cst du second degro par rapport a Q, ot dont los deux racinos sont 
los deux valours dc Q corrcspondant aux rayons do courburo princi- 
pally. Lorsqu’on aura calcule ces memos l’acinos pour un point (cv,y,z) 
dc la surface donnee, liquation (53) fournira immediatement les va- 
lours dcs deux rayons dc courburo principally, • et l’on deduira dos 
formules (55), (56), ( 07 ) reunies a 1'equation (58), les coordonnccs lj, 
vp *( dc quatre points situes sur les tangentes aux sections principals. 
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Hntin, si l’on combine les forniules ( 55 ), ( 56 ), (57) cl ( 58 ) avec les 
equations (18), on obliendra les suivantes : 


Kio) 


( 6 .) 


COS S': 


-h 1 


cosy 


m 


£[(£-o)(S -«)-(!£)■] 

[& 


da j" (Pa (Pa 
dy | (h Ojo dy Oz 


( dPji 

\ 5 ? ~~ 


cos (3 =± 




V d.rdrj 

, pjt 1 d^u a /<?*« _\ <)' u ~J \ 

' dz dx Oy \dj’~ ') dz Ox j j 3 

|M r ()- K \ <) S M ] 

.» [ ds (U- 6/ 6 J \ dz 1 { ^J OxOy\ 

)m 


(hi 

Ox 


du p (Pa (Pa 


dz j Ox dy dzdx 


(£-° 


i’ 




'f- 


da f ( P a 0 2 (t /(Pa .A (Pa '] 

dx L dy dz dx Oy \ dy 1 " ) dz dx J 

On r (Pa (pg _ /<Pu 
dy [ ylxdy dzdx \ dx % 

du [’/(Pa 
dz 


Q 


)£b] 

«)(gJ-«)-(^) , ]|- 


qui servironta determiner I os angles a, (}, y formes par les langcntes 
aux sections pri noi pal os avec les demi-axes des coordonn6os positives. 
11 imporle d’obsorvcr quo, dans chacunc des tvois equations (60), (61) 
el (6 2), on dnvra reduire le double signe ± au signe -1-, quand la 
langenlc a I’une des seclions prineipales sera prolongee dans un cer- 
tain sens, et an signe — , quand la menus langente sera prolongee en 
sens inverse. 

Ainsi qu’on devait s’y attendre, l’equalion ( 5 cj) cst semblable a la 
formule (t^n) (quinziomc Le<jon), do iaqucllc on la deduil on rom- 
plaeant les quantiles 

cos^, eosp, cosv; A, R, C, I), E, F et , 
par les quantiles 

du du du . d i u (Pit d % u d 1 u O' 1 u ()- 11 


VlTl.li, \l I c i NS III 1 i \ I l M IM 1 MII MM\| 


Lor, si jilt 1 h u « /, j ♦ . -mjf <Sr> ! - *jn «r \.* lx , 4 ^ 

rY*I -iValin* lnr^r| ui* la Imn hon o ■*« <U\i » ■» w f ' • - j . .!oh( 

rliai’lliic I rll lr niii* Him amir «lr i . * , .mi |«mn h mi , |, 

|nunh ill 1 la siufarr ilmiinm, 

, . * I ft »*’ f, 

( h, » > , .s 

Oi J J O 

Alill* Ips liii'llllllr^ ( ' I I \ *lr\nmmml 



ot, imi Mibsiiliifml li^< v*iI«mi r*. \U< \ it v , in- 4- >» . iM.mnh - 
I7'<| UUlitlll (VJ ), u M nbhtml la MUS alitr 


(*M) 



iff* ,* 


.h 



i/'m 

i )» 5 


o 


J ’ if 

Jl >■ 


M 


,r „ 

o 1 


I 1 


Dana la in 1*11 1 1 » li y|hi|Im m h ' 4 un rmn lui «L r> {m nniL m< | ? * umLon > * 
hv«m* IV’ijualmii ( jH i 



piiis, imi ay fii 1 1 1 i'nm\ mi\ Iminulp . ( \H i t un ii<nnr 
« 



II Hiillit dp jonniri* ri'ftr drriutTr mm\ fiinituli** n * <m l ♦ t/t » jmm 
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(Iclci-ni i imt, flans I'livpollinsn iidmisi', Ins diroolimis dns (nnjijnnlns aii\ 
snn lions prinnipalos nl I rs rayons tin onurlmro priunipaux. 

A 1 1 1 1 1 i 1 1 tu> ii s mainti'iianl. It's formnlos qua nous venous d’nlaldir ii 
1 1 1 1 1* 1 1 1 nos oxf lupins. 

K.irt/i/iir /. (lunnnvons quo la surlaco douuoo so roduiso a onlln 


dn rnllipsoidn rnprnsonlo 

par I’oqtialion 


C»K) 

' //’ 

1 ’J 

1. 

On pinitTii pt'midrn 

1 /.!■'> 


r.» \ 

ii 

f \,f* 

ip 1 

n 5 J’ 

id I'ou mini, par .suite. 




<)tt , ,r 

ihi 

x 

1)11 ; 

() i tt* 

<{>' 

fp' 

<):. r>' 

tP n l 

i) J ii 

t 

i)*n 1 

<)t 3 tP 

•h - 1 

IP' 

id * 

tlnla [msn, Ins lonitiilns 

0>r>), 7 

•j.) ol ((>7) dnviondi'uiil 

««(, 7 y,i«) 

V 1 
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Or, il resulfc dc lafornuile (72) qtie, si, apres avoir ealeuld ruin' 
des valours maximum on minimum do la variable Q, on oonslruil mi 
nonvel cllipsoulo dont los demi-axes a, b, (5 soiont ddorminrs par los 
nations 

(7.}) a 3 =« s — l) s — />’•— (*» =r: r* — , 


re nonvel ellipsoido passera encore par 1c point (x, y, s). On penl ro- 
inanjucr quo los sections faites par los plans coordonnes, dans I’ellip- 
suide propose et dans lc nouvol dlipsoidc, soront docrilos des memos 
foyers; car on aura 

(7>1) a 2 — l) 2 =« 2 - b-, a 5 — c 1 — rt 2 -c ! , b 2 — o 5 ~- A 5 -- r. ,s . 


Example II. — Concevons qu’aprcs avoir trace, clans leplnn des tv, v, 
uno rotirbe representcc par {’equation 


(7‘) 


y “/(■»)* 


on fasse lournor cettc courbc autour de 1’axo des x . Kile engendrora 
ime surface de revolution, dans laquelle la distance du point (x, y, s) 
a 1 axe des x, savoir s' 1 , sera equivalcnto, au signe pres, a I’or- 
donnre f(x) de la courbc gencralrico. On aura done, pour Ions les 
points de la surface, \/y ! + 5 a = dh f(x), ou 

(7<5) 7*+- f = [/(»>]*, 

el l’on pourra prendre 


w = j|.r* + *'-[/(* )?J. 
On (rouvera, par suite 


()u 

UI =-/(*)/'(*), 

J?=-|l/W+/(a)/'(j»)| l 


du 

(iy 

OJ_u _ 

Oy* ~ l ' 


Cola pose, on lirera de la formule (65) 


(hi 

<)z ~ 
d^it 


uiy )f'{x) p r 2 + 5 2 

Q •+■ [/V)P-t-/(.y)/V) + "Q^rr — °> 
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puis, ni remollant pour j s -f- s 2 sa valour f/(«)] 2 , on on conclura 


(77) 

On aura, d’ailfcurs, 


.a-r\r{x) 


(78) u = \/?V-l r +L/(.»)?'(^) p=±/(*) \/« + t/VJJh 


et, on consequence, la i'orinule (12) donncra 


(79) 


+_ ii±IH •£)!!!! 

p rCx)~ 


La valour precedonto do p osl lc rayon do courhurc do la courbe 
genoralrice, qui coincide ofTocLivoinoiU avoc I’lino dcs sections prinei- 
palos do la surface dc revolution. Quant au rayon do courhurc do 
l’autro section principalo, il sulhra, pour lc determiner, do revonir 
aux equations ((>/|), qui, dans lo cas present, sc reduironta 

( |Q-»- {/'(*) l 1 ^/(x)/' , (x)j^T/(x)/'(x) > 

(80) I (i-Q)ti = Ty, (i-Q)t = T». 


Kn offot, on vorilicra cos trois equations on prenant 

(81) . Q = f. T_=o, $ = o. 

Par suite, la formulo (12) donnera pour lc rayon do courlmre 
chord 16 

( 82 ) p ± H - - ± /( x) 1 1 4- [/'< *)V I s • 

Done cc rayon do courhurc sc confondra toujours avee la normalo N 
do la gen era trice | voir la formulo ( 5 ), page 5 GJ. Dc plus, coninic la 
dernibre dcs formulcs (8x), savoir$ — 0, entrainera l’cqualion 

( 83 ) eos«--o, 

il est clair quo fa section principalo, correspondent au rayon dr 
courhurc don l il s’agit, aura pour langenlc unc droite comprise dans 
un plan perpendiculairo a l’axo dcs a:. 

Los formulcs gen 6 rales preccdemnicnt ob tenues se simplificntlois- 
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des (V, y ; ol commo, d’apres la forme do P equation (89), cetle pro- 
jection so reduil evidommont a into ellipse ou li deux hyperboles 
conj uguees, 011 an syslcmc do deux droitos parnllMcs, 011 enlln an 
sysleme do deux drojles qui so coupon t au point (x,y, 5), on pout 
alTirnier quo la courbo oil question sc reduira ollc-memo a I’uno des 
liguos qu’011 viont do nominee. On deduira sans peine de ooUe re- 
iniirqui 1 los diverscs eonseq ucnces auxqucllcs nous smnmes doja 
parvenus cn parlanl des formules (20) ot (21). 

Quant anx rayons do eourbure prineipaux, ils seronl toujours deter- 
mines par lu formula (4<))> do laquellc on devra oliminer <lt\ ot ctC. 
par lo moyon des equations diflorenliolles 

(()!’) ( -I- s O ) <li -h (si H- 1 0 ) dr, — o, 

( 90 ) p di 4- <1 tin — dC- 

Or, si I'oii elimine d’abord <Tt outre les formules (/19) el (92). on aura 
(t -!- pK)d'i + (■(>■+■ (jK) do — 0, 

ot I’oii oonolurade eetto derniere, compared 1 h I’equation (91), 

... r£-i-.sv} + + + 

Si maintonant on a bgard anx equations (89), (90) el ( 48 ), on trouvera 
simolemen I. 


v'i - 1 - so sj 4- 1 0 

(1 -I- p l )i -i- p<i r\~ ( 1 -t- 'J' 1 ) '0 + P<li 


±~ = Q, 

P 


ou, co qui rovicnl au memo , 


[/•-(h-/j’)OU + (s —pqQ)o -o, 
(.V — prj 0)4-1- [i — =0. 


Pour doduiro des formules (q 5) la valour de. Q il sufiira d’eli miner 
enlro olios les coordonnees yj. En operant ainsi, on obtiondra 1 equa- 
tion du second degre 

(96) [/•-(. +/)QJf/-(M-y ! )Q]--(s-wQ) 2 ^o. 

OEuvres de C. — S. II, l. V. 4 G 


(lOl) 


UO'O 


3G2 APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL, 
qui, riant developpec, si* mluit a 

( 97 ) (H-/P + 7 J ) O’ - [{ i -+• !>-) <■ — '>■ }»/* -h ( < +• <f ) I Q H- r/ ~~ <2 : - <>• 


J )c plus, la I'nrmule ( 12 ) donnera 


(0 s > 


0 


\/ 1 -+-/>* H- </ ! 


linlln on tirera des equations (90) cl (90) 
i -o K 


(99) 


s — pq ( v ) " ( 14- p 1 ) Q — ps — qr 4- </() 

pW 1 + /;• 


i[(.+/» , )s— M r v+ ( * -1- p* + <r ) k < + /** ) q - 1 j 1 1 


cl par suite, en avail t egard aux lbrnuilos (18), 

I cos <y ___ cos |3 _ cosy 
I »s — pq Q ~~ ( 1 h- p 2 ) 0 — r~ ps — (jr ~*r (/ Q 

s/j+p . . 

1 rt < + />*)*- !»/>■}* + (1 + />* + //* ) 1 ( 1 -1 - ,>* ) q — mm 

Lequation (97) fournit evideminonl deux valours reel I os do la quan- 
tile Q. Encll'et, les deux raciues de.eotte equation soul comprises dans 
la Ibrniulc 

( , _ + a p gs +(i + 7 -)/±|[(i + /P)f - 2 pgs -+- ( 1 -1- </*) r p- ( x ( M-/P-I- q*){rt -- \ l ) |j ' 

2(l +/>’ H~ 17 s ) ~ 

cl, eofiime on a idcntiqucmcnl 
\ | (H- /•>*)< — ipqs + (1 + </ 2 ) /*!* — 4 (* -+- p' + q*) {rt — s') 

I — !< i- 4 -/P)[(i+/P)f— ( | + yV 1 -H/>r/[/j y/- — 1 -l-/P-l-<7 2 )| pgr - ( 1 -t-/P).s-p 

' T« +p*Y ~ . ’ 

ilon resullc quo, dans la lor mule (roi), Ip polynomo renlbrine sous Ic 
radical oat essenlicllemont positif. Apres avoir calculi! les deux racincs 
rccllcs do I’ equation (97), il suffira do les subsliluer dans la fop- 
mule (98)1 pour obtenir les valours des deux rayons do oourbure 
principaux, of dans la Ibnnule (too), pour determiner les directions 
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la forniulc (96 ) 


' ' 1 -+- ;j 5 p<i 1 -I- f/ 2 

Done alors tonics los valours ties variables Q o( p devionnont. dgalos ■ 
(‘itlrc dies, ce qui s ’accord e avoo 11 no remarque deja lailo (p. 348 ). 
Alors aussi los \alours do cosa, cos( 3 , cosy, determi net's par los 
equations (100), dovicnnonl indolcrmincos. 

Pour quo los rayons do courburo principaux soionl egaux cl dirigds 
on sons oonlrairos, il ost neccssairo quo, dans I’oqualion (97), Jo 
eoeilicicnt do Q s’dvanouissc, ot quo I ’on ail. on consequence 

( 108 ) (1 4 - p')t — a pqs + {14- r/ s )/-= o. 

Nous no term incrons par cctto Logon sans rappolor quo e’esl ISulnr 
qui lo premier a etabli la tlieoric do la courburo dos surfaces, el 
montre los relations qui existent on Ire Ics rayons do courburo dos 
divorsos sections laitos dans uno surface par dos plans normaux. Los 
rocherchos do cot illustre geoinelro, sur I’objct donl il s’agil, onl did 
insereos dans los Memotres do (’Academic do Berlin (anndo fylio). 
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YINCxTIEMR LECON. 

nvvoNs dk r.ointmmi; uks niPPftnnKra counnps que l’on prut Tiucrn sun u.nf. 
simPAor, DOXKfti:. hub suiumces qui sort oscui.atuicf.s i.’usi: de r . 'a it hi: ex 
UN POINT gui LEU It EST COMltUN, 


Considerons toujours uno surface courbo representor par I’equa- 
lion 


0) 


dans laquollo it designe line fonclion ties coordonnocs rectangu- 
lairos ,r, y, ot concnvons que, sur celto memo surface, on trace 
une courbo qui vonforme le point (x, y, z). Si I’on nomine s Fare 
de. cello courbo, cl. p son rayon de courbure corrospondanl au point 
(co,y, z), les cosines des angles formes par ce rayon avec les domi- 
axe.s des coordonnocs positives seront, on vertu des forimiles (3) de la 
dix-huilieine Logon, 


(a) 


d x x d l y d 2 z 
^ ds' 2 1 ^ ds 4 5 ^ ds* 


Si, do ])Ius, on clove par le point (x, y, z) une tiormale ii la surface 
courbo, ol si I’on fait, pour abregor, 

l 

r / /} ft \ 2 t /) it \ 2 / t)n \ 2 ”1 

(3) \\: 


- \Si) + \ty) + U) J 


les cosines des angles compris ontro la normalc prolongeo dans une 


mi APPLICATIONS DU CALOJL INFINITIES I M A L. 
oertamo direction ol Ics demi-axos des eoordonnoos positives sennit 
respudiu’inont [ voir los formulas (8) do la qualorziomo 1-eoon | 

i On i du i du 
' :,J U Ox’ It J} ,} It &z' 


Ola post), soil o I’angle forme par la direction do la normale aver la 
ilirorlion du rayon do courbure. On oomdura do la lorn Mile (4^) do* 
Pri'dmiinairns tpie, pour olilouir cos 8, il suffi L do multiplier los expres- 
sion* (2) par los expressions ( 4 ), ol do faire la somine des p rod 11 i I s . 
On aura done 


L>J 


COSO = j 


R 


du On ,, On ,, 

— d\v-y — ct-y -i- — d 2 : 

Qy 0 = 

ds 2 


Ox 


Si d’aillours on designc par a, j3, y los angles quo forme In tangente 
ii la oourlio, prolongeo dans tin sens on dans mi autre, aveo. lesdemi- 
axos dos eoordnniiees positives, ot si Ton di Heron lie deux Ibis do suite 
I’oquation ( 1 ), on on lirora, coniino dans la dix-neuvieme Leoon , 


(0,, 


1)11 On ,, Ou „ _ , „ 

— d-x + — d-y + —d l z~— Qds 1 , 
Ox Oy * Oz 


la \aloiir do Q etanl detorminec par la formulo 


(;» 


<y-u 


0 l a 


0-u 


0x x 4 - -j-j cos ! (3 4 - -j- 2 cos'y 
2 JfTz C °*P C0S >' + 2 OT C0S '/ C0Sfit + a J~)J, «>s« t:os P- 


Par consequent la formulo (5) donnera 


18 ) cos3--£q, ^ 

R P 

ol I’on on com dura 


Q. 

IV 


(;i 1 


p ~ — q cosd. 
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[)t‘s Irois quantiles 11, QolS, comprises dans lo second niombre do 
I’cquation ('<)), la premiere, savoir R, depend uniquomeul do la position 
dti point (.r, v, r) sur la surface (i). La seconde quantile, savoir 0- 
depend ii la Ibis do cello posilion ot do la direction do la tan polite 
niondo par !o point (m, y, z) a la oourbo tracer sur la surface. Quanta 
la qtiaulild o, olio rcprbsonlo toujours 1 'im dos deux angles aigu el 
obtns Ibrnids par lo [dan osoulalour do la eourlte, ou, ec (pii rovient 
an memo, par la normalo principale, do la eoiirbo avoe la nnrmalo a 
la surface, oolto dornioro normalo (Haul prolongeo dans un certain sens. 
Lola pose, il osl, elair quo, si 1’on donno., aveo lo point (x,y,z), la 
luttgculc ii la eourho ol 1<* plan oscnlatenr, les quantiles Q ol R soronl 
coiimios, aiusi quo la valour numeriquo do cosS. Doncalorson pourra 
determiner, par lo moyon do la forinulo ( 9 ), lo rayon do courliuro p. 
Do plus, emnmo les quantiles p ot 11 sout ossonliollcinont positives . 
on pouf ooiioluro do roqnalion (9) quo 

(10) cost} ot Q 


scroll I toujours dos quanlitos do signos difforents. A I aide do oolto 
roiuarquo, on dblorniinora iimiiodialomonl lo signe do coso ol, par 
consequent, lo sons dans loquol on devra porter lo rayon do courliuro p 
sur la normalo principale do la oourbo proposer. 

Do co (j 11*011 vionl do din* il rosulte : 1 " quo, si doux oourbes lia- 


eees sur la surface ( 1 ) out lo memo plan osculalour, olios auront aussi 

10 memo rayon do eoiirbiiro; 2 " quo, si cos doux oourbes out la memo 
laiigonle sans avoir lo memo, plan osoulateur-, lours rayons do cour- 
luiro sennit proporliminols aux oosimis dos angles quo lours normalos 
prinoi pales [brmoront aveo la normalo a la surface donnoo. Dans lo cas 
partioulior oil lo plan osoulalour d’uno oourbo dovionl un plan normal 

11 {•otto memo sur face, on a ndoossairomont 


(ll) COSt)r-±l, 

1,. sign,, _ h (Hi (levant biro admis suivanl quo 1ft rayon do oourbnro 


MH \pp|,|i; \ I in\> IM i V t « M IM IMII HM\I 
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it 
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do rovol ii I ioit stiivanl un rondo, le rayon do or condo sera oquiulont 
an | >c<i< I n 1 1 p cost. D’aillcurs le rayon <lon( ii s’ayil so eonlbndra, an 
si^no pros, avoo I’ordonneo /(,r) d(> la oourlio $>'oneralrieo. On aura 

ilono. 




p cost -■ ). 


Kulii i , I'lminii 1 la derniere <los Ibrimilos ((>) do la premiere Looon 
ilnunora 


( 10 ) 


COST 


on lirorn do Poqualion (t/|) 

(ill) p -i:/(.r)v/ 1 I- |,/{.o)| J ; 


cl Ton so (rouvora ainsi ratnone ii la fornmlo (Hu) do la Looon prooo- 
drnle. 

Supposons mainlonanl I’cquation (i) residue par rapporl ii 3, ol 
roil ii ilo ii la Ibrino 


(■7) 2 •,/(*./). 

Alors, si I’on fail usa^e ilos nofalions adoptees dans la dis-noiiviotno 
Looon, 011, 00 (f 11 i rovieul an memo, si I’on desi{>uo par 

(iS) ///(.r,,)) i> <Lv 1 < /t/y ol d 1 /{■>', d.v l *m/.r fly -1- l<ly'\ 

los dilloronliollos lolalos do /(.r, v), du pro.inior el, du second ordro, 
prises par rapporl mix variables ai ol /consul erees nomine indcpon- 
danlos, on aura 

(i<j) H \J 1 " !■• /A 1 (/' ol 0 ' /• cos 3 a H- «.s cos* cos p - I- i cos 8 (3. 

lilt consequence, la Ibrnmlo (H) doviondra 

, . cos cJ r cos 3 0 1 - a s cos « cos|3 - 1 - l cos 3 (3 

(so) • - 

P \/l-l -p'+lf 1 

Ol-Uivrcs tie (! . — S. II, l. V. 
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tiles /;, q, el par suite lc denominatour do la fraction (22), no varioronl 
pus dans lo passage do l’uno a I’autrc. Done il on sera do memo dti 
nuinoralou r 

(x'i) /’ cos 3 w -t- is cosacosp + l cos 2 p. 

Or, 00 numdralour so reduisanl, lorsqu’on suppose cos {i — o, an pro- 
dnil /M-os-’a, el, lorsqu’on suppose cosa = o, an produit <!cos 2 j 3 , 1! 
(>st evident, i° <]tio les deux quantiles r, / no changoronl pas de valtuirs 
dans le passage don l il s’agil; 2 0 qu’il en sera encore de menu' dn 
second lenne de l’expression (2/1) el, par suite, de la quantile s. 
Ajoulons ([lie les cinq quanlil.es ropresonldos iei par/;, <7, r, s, / soul 
proo.isdmonl l(>s derivees partielles du premier el du second ordro de 
la valour de z fournie par 1’dqualion d’une surface dans le oas oil 1’on 
oonsidore ;r <»( y eomme variables independanles. On pent .done 
enoneer la proposition suivanle. 

TufumftMK N. — Lorsque deux surfaces, represenlees par deux equa- 
tions en/re fes coordonne'es reclan gulaires x, y, 5 , son t osrulat rices iune 
de V autre en tin point donne, les six quantiles 

Os 0 ; 1 _d ! 3 _ d s s 

( -'.5 ) . 3 , p- fa > V “ Of r - 7h? ’ s “ Ox Or 1 ~ 

conse/vent , pour le, point eonunun, dans le passage, de la premiere surface 
a la seronde, les monies valeurs nurnenques el les mimes signes . 

Corollaire I. — On pourrail elablir generalomonl la proposition 
inverse de cello qui precede, el lairo voir quo si, pour dos valours 
don necs de x el y, les quantiles (ti 5 ) no varienl pas dans le passage 
d’une premiere surface a la seeonde, cos deux surlaees seronl oscula- 
l rices I’une de I’aulre. En diet, il esl d’abord evident qu’elles auronl 
un point eoinmun dans lequel dies se louchcronl. De plus, on con- 
clura de la Ibrmule (20)' quo, si l’on coupe les deux surfaces par un 


m applications du calcul infinitesimal. 

nlan quoloonque normal ou oblique, les deux courbes d’iiilersecliou 
aiironlle in 6 me rayon tie courbure. Done les deux surl'aees auronl les * 
monies rayons de courbure principaux eoiTcsponclaiit mix monies 
plans nornmix, et leur point de contact sera un point d’oseulation. 
fnulelbis eelte conclusion lie serai L pas rigourcuse, si la valour de p 
lirer de I’rqualion (20) se prescnlait sous line forme indelerminee; ee 
qui arrivcrait, si les valours des quantiles p, <7, r, s, t, ou de qurlques- 
imes il’entre olios, devenaient infinios; et, dans ee dernier oas, les deux 
surfaces, sans etre osculatrices I’unc de I’aulrc, pourraienl fournir, 
pour le point comniun, des valours cgaics des dcrivecs p, q, r, s et /. 
Cette remarque est analogue ii eelle quo nous avons faite relalivemenl 
aux conditions qui cxprimonl l’ordre de contact tie deux courbes 
planes {voir la p. r 53 ). 


Corollairc If . — Pour qu’un point dans Icquel deux surfaces se 
touehent devionne uu point d’osculation, il suflit evidemment quo, 
dans le passage d’une surface a I’autrc, la courbo du second deg re 
. tracer stir le plan tangent, et dont les rayons vecteurs sunt egaux aux 
racines earrees des rayons de courbure des sections norma Ins, no 
\arie pas. Or, one courbe du second dogre cst coniplclomonl. deter- 
iiiinee, quand on connait le centre ct trois rayons vecteurs menus du 


centre ii trois points de la courbe. Do plus, elant doimb le rayon do 
torn blue d one section faite dans line surface par un plan oblique, on 
en deiluit immediatemcnt, a I’aide du thcoremc I, le, rayon de eour- 
liiiii di fa section norniale qui a la nifonc tangente, et par consequent 
Inn des rayons vecteurs do la courbe ci-dcssus mentionnee. Done, 
pour qu’un point clans leejuel deux surfaces se touche.nl soil un point 
d osculation, il sitffil que trois plans mends arlnlraircmenl par ee point 
coupent chacun les deux surfaces suivanl deux courbes osculatrices I'une 


del autre, II est bon d’observer que cette condition sera remplie, si 
los rayons do courbure des sections faites dans la premiere et dans la 
Httinde surlaec par des plans paralleles aux plans coordonnes soul 
egaux et diriges dans les memos sens. 
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;m APPLICATIONS JJtr CALCUL infinitesimal 

5 u f da V 
T*\(h) 


(FJ 

l)x- 


d i u du du d 2 « / ( } 1 - \ ' 
' 2 d^Tz li dz + dz' 1 \tte) 




f duV 
idz) 


(3r) ' a = ~ 





Ola pose, pour quo les deux surfaces ( 26 ) 01 ( 27 ) soiont oseulalriees 
rune dc i autre on un point commun il sera neorssaire 

(»l il suftira geiieralemenl quo les valours do p> q s r 9 l dwluiies 
d<»> equations ( 3 o) el ( 3 i) no varient pas quand on y romplaeera In 
function u par la function e. Or, cotte condition sera ivmplio. si les 
eoordonneos x, v, r du point commun aux deux surfaces vorilienl la 
form u Ip 


(3-2) 


\d l ufduY d 2 u Ou du d 2 u /duV 

( Ox 1 \d^ ) 2 dxdz Ox Q z ^ Oz 1 \dx) 

j d 2 *' (dv V d 2 e dr dr dV / dr V 

I ilv* \d- / 2 dxdz Ox ~0z V dz 1 \d«£/ 

I d 2 u f du\- d*w Ou du d*u du du d*u <ht du 

1 dx dy \ dz ) dydz dx dz dx dz d y dz d z 2 d^ d r 

j ~~ d 2 e /deV d 2 e dr dr d*v dr d\* d*o dr^ dr 

j dxdy\dz) dydz dx dz dxdz dy dz dz 1 dx dy 

I d*u f duV d * 11 du Ou d 2 u f du \ 2 

_o f\di) zlj>EEjnLY^]>H 

d J r/df’Y ^ d 2 r de dr d-r/dr \ a 
Op\Tz) ~ 2 dydl tlj 7 <5= ^ d?wj 



II cs| important de remarquer, j" quo la formulc ( 3 a) oquivaul it cinq 
equations distinctcs; a 0 que, eetto formulc devanl subaislor quand 
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d<' Paulre dnns le voisinage do co poinl, Jos valours do Pexprossion (?) 
eorrospondanl a do Iron ])olilos valours do i diniinuoront necessairo- 
monl ; oo qui suppose quo la lunation do i reprcsouteo par co diminuorn 
ollo-momc. Si, an conlrairo, on vorLn du ehangemont do formo, lo 
rapprochement (It's doux courbes doviont moindro, los valours do co 
oorrcspondanl. a do tros potiles valours do i croilront noeossaircmonl. 
On pout, done affmnor quo, dans !o voisinage du point do oonlael, le 
rapprochement ties deux c.ourhes sera plus oil moins considerable , el lew 
contact plus on moins inti/ne , suivant (pie. les valeurs cle co correspon- 
danl it tie Iris peliles valeurs dc i seront plus ou moins giandes. De c,e 
principc el du lenune elabli ala page 1 33 on ddduira i/nmediatement la 
proposition suminle. 

TiiKOatiMK I. — Si deux c.ourhes se touche.nl cn tin poinl donne (P), et 
(/ue ion marque sur ccs deux courbes deux points (Q), (U) sillies it la 
distance injinimenl petite i du poinl de contact , le rapprochement enlre 
les deux courbes dans le. voisinage de ce poinl sera d’aulanl plus consi- 
derable que iordre de la quantile inftnime.nl petite co, destinee it repri- 
sal ter i angle cotnpris enlre les rayons vcclcurs PQ, PR, sera plus cleve. 

Demonstration. — Kn oflbl, si la Torino dos donx courbos ou do I’uno 
d’onlro olios vionl ii changer, do tnanioro quo Portin' do. la quantile 
inlinimenl potato co s olovo, la valour munoriquo do co, dans lo. voisinage 
du point do oonlael, diminuora on vortu du lomme I do la page i33, 
et par suite lo rapprochement outre los doux courbos doviendra plus 
grand qu’il n’dtait d’abord. 

Lo llifioreine I dtanl demonlM, il cat naturol do prondro Pordro 
de la quantile inlinipionl petite co, considered coniine, (unction de la 
base i, pour indiquor cequ’on pout appolcv Pordro de contact dcs deux 
courbos tracers dans Pospace. Soil. a c'elordre. Puisquc le rapport 

sin 76 ) 


OEnvres dc 6'. — S. II, t, V, 
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APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 


a l’unitu pour limilo, le produil 

siniw . o) 
w — = 2 sin — 
jw 2 

sera encore line quantile infinimcnt polite do l’ordrc a, (anil is que les 
expressions (i) ot (2) seront, on vcrlu du lemnic III do la page 1 35, 
ties quantiles infinimcnt petites do l’ordroa + 1 . On pout done on oncer 
la proposition suivante. 

Tnnoitou: II. — Lo sque deux conrbes se louchenl en an point do line 
(P), I’ordre du contact esl inferieur d’nne unite ci I’ordre de la quantile 
infinimmt petite qui represente la distance enlre deux points (Q), (11) 
silues sur les deux courbes, dgaleme.nl eloignds du point de contact, ct 
dual la distance d ce point est un infinimcnt petit du premier ordre. 

II importc d’obsorvcr quo la’droito QR menoo du point (Q) an point 
(R), etant la base d’un triangle isocMc, ct opposee dans ce triangle 
an Ires petit angle w, sera scnsiblemcnt porpcndiculairo aux rayons 
vecteurs PQ, PR ct, par suite, a la langonte commune aux deux courbes. 
Ajoulons quo la surface du triangle PQRscra, d’apres un Iheoreinc 
connu do Trigonometric, equivalence a la moilic du produil des cotes 

ogauxPQ, PR par le sinus do Fangio compris entre cux, e’est-a-diro ii 
Pexprcssion 

(3) ij' 2 siiui, 

et par consequent ii une quantile infinimcnt petite, dont l’ordre a + 2 
surpassera de deux unites I’ordrc da contact des deux courbes. 

Lonccvons maintenant quo 1’on projettc les deux courbes et le 
triangle PQR sur un plan qui no soil pas sensiblomcnt perpend iculairc 
an plan do ce triangle. Les deux courbes projetees, ayanl la memo 
tan gen to (en vertu d’un principc cnonce a la p. 2o5), seront lan- 
gcutes Pune a l’autre. Designons par (p), (q), (r) les projections des 
trois points (P), (Q), (R), par S l'anglo compris entre les plans des 

0 
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triangles PQR, pqr, ot par <p, y , tf las angles <juo les droiles PQ, PH, 
QU forment respectivemenl avec lours prnjeclions ~pij, ft-, qr. (}n aura 

pq =s PQ cos <p ~ i costp, pr — P U cosy — i cosy, 

i/r O H cos if = a / sin ~ cost}/. 

D’ail lours, on prouvn faci lenient quo. la projection de la surface d'un 
triangle stir an plan quelconque e.st dquivalenle d cette surface multiplice. 
par le cosinus de l’ angle aigu compris enire le plan du triangle el le plan 
sur Icquel on projelle, nit, ce qui revie, nt an m/hne, par la cosmos de 
l' angle aigu compris enire. las droiles perpendiculaires aux deux plans 
don l ils’agit (*). Done la surface du triangle pqr nun pour masura le 
produit 

( 5 ) - i* sin o) c,os 5 = t* sin - o> cos - <.> cos 5, 

' ' a a 



at le sinus do I’angie pqr sera equivalent an quotient qu’on ohlient on 
divisaul le. double de cello surface par le produit pq X qr, c’cst-Ji-dire 
a la fraction 

COS pj) CO SO 

' l COS'? COS if 

Done le produit de ce. cosinus par la droile pq, ou la pcrpendiculaire 
abaissee du point (/>) sur la droile qr, sera reproscnle par 

. cos U> cost! 

(?) 1 cost}/ 


Or, la valour de Panglo go elanl Ires petite, el cellos des angles o, 
y,i|/ 6laiil sensibleme.nl. difliVrenles de, ^ i les qu anti tes 

cos- 0 ), cos3, cosep, cosy, cost}/ 


(t) Poor cMmonlror co lh6ori>mo, quo l’on pout iStondro fc une surface quokomiuc, il 
suffit do rocourir li la formnlo (8t) dos pr61iminniros, ot do faivo coYncider loplan sur 
lequol on projollo nvoc Vun dos plans coordonntis, 
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auront des valours sensible*. Cola pose, il suflira do jo tor los yeux sue 
les form ul os (4) et sur ['expression (7) pour reeonnailre : i° quo la 
distance y/-est, dans riiypolhoscadmise, uno quantile infiniment petite 
do I’ordre a-M, ot qu’clle forme avec la distance. pq un angle pqr 
scnsiblement different do zero; quo la distance du point (p) h la 
droite qr est un infiniment petit du premier ordre. Obsorvons encore 
qiu' la tangcnlc commune aux deux courbes p rejoices, so confondaut 
ii Ires peu pros avec la droite pq, formera olle-mcmo avec la socaiite qr 
un angle tini ct sensible. Done (on vertu du theoreiue III do la neu- 
vieme Lojon) les courbes projetces auront mire dies, ainsi quo les 
courbes proposers, un contact de l’ ordre a. 

Si lc plan du triangle /jyrdeYcnail sonsiblennmt perporfdiculairo an 
plan du triangle PQR, mais en continuant do former un angle, sensible 
avec les coles PQ, Pilot, par consequent, avec la langonle commune 
aux deux courbes donnees, lc contact outre les deux courbes projetees 
nc pourrait etro quo d’un ordre egal on supericur ati noinbre a. Alors, 
on diet, les distances pq, pr sera ion t encore des quantiles mUniment 
pelites du premier ordre, tandis quo la distance y/’sorail. inliniment 
petite de I’ordre a- f-i, ou d’un ordre supericur. Or, imaginons quo, 
dans cettc nouvclle hypo these, 1111c sphere soil doerile du point (p) 
eommo centre avec un rayon egal li pq, et quo cello sphere coupe la 
sccondc des deux courbes projetees on (s). Si 1 ’on joint lc point (,?) 
avec les points (q) et (/•), la droite rs sera sensiblcmonl parallole ii la 
langcnte commune aux deux courbes projetces, puisque ses ext re- 
miles seront situees sur 1’unc do cos courbes a des distances infini- 
ment petiLcs du point (/;). An contraire, la droite qs, ou, en d’ailtres 
tonnes, la base du triangle isosede pqs, sera scnsiblement porpomli* 
cuiairc ii la memo tangcnlc. Done le triangle qrs sera sensiblemonl 
rectangle en s, el par suite la longueur qs, sonsibleinonl egale an pro* 
duit qr cos (rqs), sera, ainsi quo la longueur qr, un infiniment petit de 
1 ordre a -+- 1, ou d’un ordre supericur. Done, en vertu du Ihcorfunc II 
de la neirviemo f.ccon , I’ordre de contact des deux courbes projetees sera 
necessairemenl egal ou superieur au nombre a. 
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Concovons Si prison t quo, tousles points do l’espace elant rapportes 
a li’oi s axes coordonnes lies x, y ot z, on projetlc suecessivemeiil les 
doux courbes donncos sor lo [dan dos x, y ot sur lo plan des r, z. 
Supposons d’aillours quo l’anglo compris onlro l’axo dos .rot la Ian- 
gonlo com m uno aux doux eourbos difloro sonsiblomont d’un angle 
droit. Olio langonte no [tourra olro sonsiblomont perpondicnlairc ni 
au plan dos x,y, ni au plan dos x, z, attondu quo l’lin ot 1’autro passonl. 
pa i* I’n’xo dos x. Do plus, cos dornicrs plans' no pourront etre, tons los 
doux ii la Ibis, sonsiblomont porpondiculaires au plan du triangle PQR. 
Car, dans co cas, lour ligno d'inlerscction, e’esl-ii-dire l’axc dos x, 

Ibrmorail nccossairomonl un angle Ires pen different do - avoo lcs 

droitos PQ, Pit comprises dans lo plan PQR, ot, par consequent, avee 
la (angonlo commune, aux doux courbes. Cola pose, il rcsullo dosprin- 
oipos ci-dossus olablis quo, dans 1’hypolhose admise, lo contact des 
doux courbes projelees : i° sur lo plan dos x, y; 2 0 sur lo plan elesr, 5, 
s(>ra toujours do I’ordro a , ou d’un ordre superiour, cl, sur Pun dos 
doux plans au moins, do I’ ordre a seulomcnl. On pout done enonccr 
la proposition suivanto. 

Tiikouoik III. — Pour oblenir l' ordre de coniacl dc deux courbes qui 
se touchenl en un point, oil la tan genie commune nc forme pas un angle 
droit am: l' axe des x, il sujjit de cherchcr les nombres qui indiquent les 
ordres de contact des projections des deux courbes sur le plan des x, y el 
sur le plan des x, z. Chacun de ces nombres, s’ds sonl egaux, ou leplus 
petit d'enlre, eux, s'i/s sonl inegaux, indiquera l' ordre de coniacl des 
courbes proposees, 

Corollaire I. — 1,0 Ibeoreme qui precede subsistecgalemcnt, dans lo 
cas 011 los variables x, y, s dcsigncnl des coordonnees reclangulairos, 
ot dans le cas ou cos variables rcproscnlent des coordonnees obliques. 


Corollaire II. — Lorsque deux courbes a double courburo sc louchent 
en un point ou la tangcnle no* forme, pas un angle droit avee I'axe 
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(Ics x, hi determination do l’ordro du contact sc Irouve reduilo par 
Ic theoremo IU ii la recherche dc 1’orclro do contact, do deux 
eotirhes planes, cYst-ii-dire ii un problomo resold dans la neuviome 
heron. 

Corollaire IIJ. — Supposons quo deux couches, representors chactine 
par deux equations outre Icscoordonnees rcclnngulaires on obliques a\ 
y, z, aient outre elles un point commun eorrespondant a l’abseisse x, 
et en ce point line tnngcnlc commune non porponcliculaire a l’axo 
des x, avee un contact do l’ordro a. Soil d’ailleurs n lo nomhre onlior 
egal ou immedialemenl supericur ii a. Knfin, admottons i[ue I’on 
prenne I’abscisse x pour variable indopendante et quo I’on designe 
par/ .... 3 ', z", z“\ ... Ics dcriveos successivos dos variables y 
et z considereos commc functions dc x. En vertu du theoremo III el. 
des principcs exposes dans la nouviemc Locon, les quantiles 

(8) {y< /. y in) > 

I Z, s', z", 3 <") 

eonservoront les memos valours, pour lo point donl il s’agit, dans lo 
passage do la premiere courbo a la scconde, land is quo chacuno des 
quantiles 

(9) y ln+l) , s'" + », 

ou ail moms 1 ’iinc des deux, ebangera dc valour. 

Corollaire IV . — Lorsquc la tangento commune aux deux courbes no 
Tonne pas un angle droit avoc I’axe des x, et quo I’ordrc do contact 
ost un noinbre entior, il suftit, pour determiner cot ordro, de. chordier 
la plus grande valour qu’on puisse attribuer au noinbro entior n, en 
choisissant cc nomhre do manibre quo les quantiles ( 8 ) domourenl 
foutes invariables pour lc point dc contact dans lo passage d’uno 
courbc ii 1 autre. Cette valour do n in clique prcciscmcnt l’ordro demandc. 


Corollaire V. Si la tangento commune aux clcux courbes formaif 
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nn angle droiL avoc Paxo des a--, olio no pourrail etre a la Ibis perpon- 
dioulairo au plan das x,y cl au plan des x, z. Par suite, olio forme rail 
tin angle dillurcnl do ” avoc l’axo des y ot avoc l’axo des s, ou au 
meins avoc 1’un do cos deux axes. Done, pour determiner, dans cctlf* 
hypo those, Pordro do contact des deux courbos a 1’aide du theo- 
romo ill, il sullirail de subsliluer a 1’axc des x I’axo des y ou 
I’axe des s, et de romplacer, on memo temps, le plan des x, z on 
des x, y par le plan dos y, z. 

Lo Iheoreinc III, a Paidc duquel on fixe aisement l’ordrc do contact 
do deux courbos pianos, pent etre remplacc par un autre Ibeoremc qui 
n’ost sujot a aucuno restriction, ct quo nous aliens elablir on pen do 
mots. 

Soil loujours (P) le point common ii deux courbos qui so toiicbont. 
Soient encore (Q), (U) deux autros points situes sur la premiere ct sur 
la seconde courbe, egalemenl eloignes du point de contact, ct dent 
to.s distances a ce point so reduisonl ii une longueur infiniment petite, 
designee par i. Enfin, coneevons qu’a partir du point (P) on porte sur 
la soooude courbe un arc PS, qui ait la memo longueur quo Pare PQ, 
qui soil dirigo dans le memo sens, et qui aboutisso au point (S). La 
seeanle QS, on vortu du theoremo II de la seizieinc Legion, sera sensi- 
blomonl porpondiculairo, ainsi quo la seeanle QR, ii la langonle coin- 
miino. De plus, la corde US, elanl comprise entro deux points de la 
seconde courbe lr6s rajiprocli6s du point do contact, sera sonsiblc- 
mont parallcle a cctte tangento. Par consequent, dans le IriangUn’ocli- 
ligne QRS, les cotes QU et QS formeronl, avec le troisiemc cold US, des 
angles (lent chaeun dificrcra Ires peu il’un angle droit. Done, le rap- 
port entro les deux premiers cotes, ou, ce qui revient au memo, le 
rapport entro les sinus des angles opposes, differera Ires pen do 
Pumlc; et Pon aura, on diisignanlpar I une quantile infiniment petite, 

(. 0 ) QS = QR(i -I- l) = (i -+- 1) 2 i sin ^ • 


D’autrc part, commo lc rapport entro Parc PQ ct la corde PQ i aura 
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pour limile I'lindc, on Iroimra encore, on designant par J une quan- 
tile infinimenl petite, 

(n) arcPQ = (r + J)(. 

CcJa pose, attractions quo, les deux courbes aynnl on Ire (dies un 
contact de l’ordrc a, l’on considcre lc rayon vecleur i coin mo un infini- 
monl petit du premier ordre. II est clair quo Pare PQ sera encore, un 
infiniment petit du premier ordre, lanclis quo la distance QS sera de 
I’ordre «-m. Ajoulons quo l’ordrc de cede distance no variera pas 
(voir le Corollaire III du lernrnc IV de la nouviemc Logon), si I’on 
preiul pour base I’arc PQ, on une. quantile telle quo I’are PQ resit’ 
inlinimcnt petit du premier ordre. Cos remarques suffiscnl pour elablir 
le nouveau theoreme quo nous allons enoncer. 

Thkorejie IV. — Pour oblenir I’ordre du contact de deux courbes qui 
se touch ent en un point donne, il sujjil de chercher le nombre qui repre- 
sente I’ordre de la distance infinimenl petite comprise entre les exin! miles 
de deux longueurs egales polices sur les deux courbes cl pariir du point 
de contact, dans le cas oil cos monies longueurs denenne.nl in/ininienl 
peliles du premier ordre . Lc nombre dont il s'agil, diminue cl’ une unlld, 
indique toujours I’ordre du contact . 

Corollaire I. — Soit i la quantile infinimenl pc.Ule qui ropresonle 
chacune des deux longueurs mcnlionnccs dans le Uidoreine IV. Desi- 
gnons, en outre, para;, y, s ct par £, vj, t les coordonnees des points 
auxqucls ees longueurs aboutissent sur la premiere et la seconde 
eourbe. Rnfin, soit 

{'2) » = [(^~D i +(y-u) a +(i;-?)*F 

la longueur de la droite menee du point (£, vj, 0 au point ( x , y, z). 
Si l’on considere i commc un infiniment petit du premier ordre el.si 
lonappelle a l’ordre do contact des deux courbes, la distance a sera 
(en vertu du theoreme III) un infiniment petit de 1’ordre a- hi. Par 
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suite, l(' earrb de retie (1 istanco, ou la somme 

( I^>) ( X £V ( t V — 7j)' + (3 — ■ £) 2 

sera un i n (i ui m o 1 1 ( pel'll (It* l’ordre 2 « + 2 , ce qui cxige quo tics (rois 
differences 

(i4) y — n, - — 

I’line an nioins soil, tic, l’tmlrc a-h t, les deux autres etant du niomc 
opdre ou d’li it order plus el eve. On arrive cai t a la memo conclusion 
i'll observant qiie les valeurs numoriques ties expressions (i/j) repre- 
senlont les projections tie la dislance a sur les axes ties x, y et 3. E11 
till’d, il est aise de reeomiaitre qu’tme distance infinimenl petite el sa 
projection sur un axe quelconque soul, en general, des quant it as de mime 
ordre. Settlement I'ordre de la projection pent surpasser I’ordre de la 
distance, dans le eas ou celle-oi deviant sensiblement pe.rpendiculairc it 
I’axe. Alais il est clair quo rolle derniere condition no saurait cl re 
rcni|)lio a la Ibis pour les Irois axes des x, des y otdos 3. 

CoroUaire If. — donsorvons les monies notations quo dans le corol- 
laire precedent. Soil, toujmirs a I’ordre de contact tics deux combes 
donnees, et designous par n le nombre entier egal ou iinmediafemonf 
superieur ii a, Vuisque, la quantile i etant rogardee comme infinimenl 
pelile du premier ordre, l’line des Irois differences 

x — i, r — n, 5 — ? 

devra el re de I’ordre a - 1 - 1 , les deux autres etant du memo ordre ou 
d’un ordre plus clove; il resullc de ce qui a etc dit dans la neuvieme 


Lotion (p. 

132 et 

1 33) quo, 

si Ton proud 

i pour variable indepen- 

tlanle, 

.« - \> 

d{.r~l) 

" ~~di ’ 

ill 1 ’ 

d"(x — 'i) 

di " ’ 

(•■)) | 

y— 

d(y — i\) 
ill ’ 

d°-(y- n) 
di 1 

d"(y — -ti) 

" ’ di * 

( 

- - K, 

d( s- 0 
di ’ 

dHz'~K) 
di 1 } 

d"(z~K) 

’ ’ ’ di" ’ 
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mi sin nmins I’nno d’onlro olios, oliliondi-a imo valom* dillomilo do 
zt'i'o. Si, im idisorvo qu’mi |>eu(, sans innonvonionl, miIi- 

lilniT, quand il sa^il < 1 1* la sooondc murin', les letlros ,r, y, 3 i’l s aux 
IcMits •/], C, el c, mi amvora i n 1 mad i til i'iikmi I an ( lii*ori'nn* (jiii' nous 
allons eiKmcei'. 

I iikoiikmi; \, — titan! pioposc'cs deux couches rpii sc louchent en an 
point, si /'on eonsidere. les eoonlonnies x, z de chaeune (idles cotntnc 
ties Junctions dc /'arc s pris com me variable in depend ante, et si /’on 
suppose ret arc compli 1 sur c/iai/nc e.ourbe. de telle man lire (pi i l se pio- 
longe dans le mime, sens pour les deux courbes an de/a da point de con- 
tact ; non settlement, pour hi point dont ils'at’it, les reliables x, y, z, et 
/ears (/drivers da premier order. 

d.r (tv <tz 
its ' 'its ' <h ' 


nr change mnt pas de ralcnr dans fe. passage dc la premiere rourbe it la 
secondc, mu is il en seta encore de mime dcs delivers success ires 


it 1 ,/' tP.r ft- Y d'\Y ( 7 - ; it'' z 

its 1 ' its' ’ ’ (/s' 1 /s' 1 fts' i> (/s' ’ 




jitsipdit. cedes dont 1 ‘ordre sera inddpte par le nomine entier egal ou irn- 
inrduttcmcnt snprriettr a I'ordre da contact. Celles-ci se.ronl les dent tires 
(/at rrntpUront la condition dnonr.de, en sorte (pie les trois stdvanles, on 
an nmins I'tiiic dcs trois, changeront de. ralettr, (/wind on passera d’tme 
rourbe it l' ant re. 


VoroUaire /. • •• Si Ins deux eonrlies mil. enlro olios tin contact do 
lordiT n, 11 dosi^nanl 1111 nmnliro onlier, aim's, duns lo passage do la 
|iromiiTo emirhe ii la soo.ondo, oliacnno dos quantiles 


(l.V 

tP.r 

d" ,r 

its' 

d? ’ 


. dy 

d'y 

d"y 

•’ ’ 7 5 ’ 

V/v- ’ 

ds"~ 

dz 

d'z 

d"z 

ds' 


ds n 


(si) 
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nuiM-nora la memo valour your [o point do conlucl, tuiulis quo rhuniiH 1 
di^ |iiii> demees 

d" '-'.r ,t^ ' v d"^'z 

1 ds"' 1 -' ’ ds"" 1 ’ dx" , ' 1 

mi an inouiM 1’ime des trois, prendra line valour nouvollo. 


Corullaire 11. — Soil 


i •<* i 


i — $( r, r, z) 


uni' liini'timi quelconque des trois variables .r, y, j, Si l’on eoiisiili'iv 
its enables elles-memcs commodes (bnclionsde.y propirs a re/ireseii- 
(or los ooorddimees do la premiere on do la seeonde ootirljc, /‘devieii- 
dra pareillement function do s, ct l’on trouvcra 


df 

d -T ( )\ j\ 

z) dx 


d,1(>c, y. 

z) dy 

t , 

f) rf ( *.r t y , 

5 ) f/z* 

/A 

Ox 

ds 


dy 

ds 


dz 

dx ’ 

d'-i 

/A- 

t)*~ f >\ V, 

t)x 

z) d'-x 
d? 

*+■ 

Ojk?,‘y, 
~ dy “ 

z) d\v ‘ 
ds* 

d- 

t, 

ds 

s) d'-z 
ds' 


(I 2 -T ( ? , V 
<)x- 

--Gy 

-+■ 

<r-3(x, y 
d? 


-h 

d 5 rf y 

dz> ' 




> -v ) dy dz> 

. I . rt 

d- ft (x, y 

i «) dz dx 

4- ? 

d 2 /(.r, ,r, 

,s) d.r ,iy 


() \ dz 

-U 

ds ds 

-q~ /j 

dz Ox 

ds ds 

<?./.• d/ 

ds d- 

d r 
/A 1 “ 

y,_ 

Ox 

z) d»x 
ds" 


dy\(x, y> 

dy 

£) d"y 

ds* 

H- 

y, 

ds 

z) d"s 
-dx" »- 


Or.le eo dernieres equations joinies au corollaire f il rdsiilto quo, si 

I- deux ei turbos proposers out outre dies un contact do 1’onlre /i, 
• baeune des quantiles 


I 

dr __ (L7(,r, y, s ) 

! >l\ ■ ' -,)s ’ 


e = 3 (a?, y t 3), 
ds* djs > 


cl* r d" £(.f, r, s 

ds" dx" 


t onsenera la memo valour pour le point do contact, dans lo jmHRRftf 

I, I" |,r """7" " ls ““"<>«• C«l ce c,ai arrive™, par example, 

' ' ™ Vmtr ' C "J“" '•■‘ClcurmenSdc forigino au peuUO, y, =) 
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(•I determine par la formula 
(iG) 


Ajoulons quo la deriveo 


( a 7 ) 


rf" __ < )«+* ,f f .r, y, S ) 
ds" M ds" ■ 1 * 


dclorminee par I’oqiialion 


C»8) 


rf" 1 1 /• 
rf,«“ H ' 1 


() ,T (,r, j, 5) rf" i-',r 
<).r ds"' r ‘ 

<hf(.r,x, s’) rf ,H ~' V d 3 -T( /r, y, s) rf" 1 1 3 
■' <)y Its " * 1 " rf*"" 


cliangcra ordhiairoinont do valour qunnd on passora do la premiere 
oourbo a la socondo, ])arco quo oliaouno dos expressions (22), on an 
moins l’uno dos trois, prondra uno valour nouvrllo. Nbanmoins lo 
conlraire pourraitavoir lion dans curtains eas j)arlic:uliors, par example 
si los valours do a\ y t z relatives an point do contact reduisaien! ii 
zero, dans lo, second monibro do laforinuto (28), los coefficients dc>s 
expressions (22), 011 an moins lo coefficient do colie dont la valour 
changerail. La memo remarquo s’applique aux deriveos 

rf" 1 2 /• rf"'V 

( ' KJ) 7/.v" ’ rf*" ; ' 7 ’ 


Corol/aire III. — Concevons mainlemmt quo Ton vouillo prendre, 
an lieu do s, la quantile /• — y, z) pour variable indepcmlaulo. 
Alors on pourra con envoi r quo, los coordnnneos a), y, z dtant toujours 
Ibnctions do s, s dovienno foncLion do /•; ol Ton lirora do (’equation ( 28) , 
d i fibre n tide plusiours Ibis par rapport a r, 


(So) 


dS{x, y, 

z) ds 

ds 

dr' 

d$(.r, y, 

s) rf 2 ,? 

Os 

rf/ 2 

drf(x, y,_ 

3) rf" s 

ds 

rfr" 



H- 


0\i(.r,y,s) ( ds 


ds 1 




+- 
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< >s- do liirnudes (3d) rounios an enrol lai it It it rosullo quo, si los do»v 
nairbrs proposers on( onlroollos un contact do Portin' />< los qupnlilon 

ds (1*1 d"s 


cun •imoniiil on genera! los memos valours rolalivos an poinl (loroiilnul, 
(juaml mi [liissora do la pronuoro courbc a la soeondo, Kn subslUuaul 
•a*? valours dans los equations 


(h 

dt ds 

d'-.r 

d.i' d'\ 

^ d\v /7/.vV 


d" ,/• 

//,/’ fl u \ 

dr 

d\ dr 1 

~ds : ~ 

els dt 1 

ds 1 \dr J ’ 

• * * 

f(r n 

da dr" 

dr 

th 

_ dr da 
ds di 

d‘ V 

ds' ~ 

d) d~ ? 
ds dr - 

ds* \dr) y 


(hr 
di " 

dy d" a 
da dr n 

dz 

dz its 

d'-z _ 

dz d'S 

d l z /da \ - 


<l*z 

_ dz //",* 

dr 

~~ ds dr' 

d%‘- ~ 

da dr- 

7/?“ \d? ) y 

* « M 

dr" 

ds dt " 


oJavanl ogard mi corollairo I, on parviendra aux conclusions suivanles: 

Si los deux ooiirjios proposeos out on too olios un oonlurl do Poi'dro //, 
ol si Ion |irond r ~ y, z) [lour variable iiidepondanlo, non seulo- 
tnnn los nionlniiiioosa’i v, z, mais oucoro lours derivoos jusqu’a cellos 
do I'liiilro n, snob* 


< 


tie 

d'-x 

d'x 

d n x 

dr' 

dp ' 

dp' 


dr 

d\r 

d' i 

d«\ 

dr’ 

dr- ' 

di>’ ' 

dfi' 

dz 

d'-z 

el'z 

d“ z 

dr' 

IP' 

dr 1 ' 

dp' 


imi muonl gencralement los memos valours rolalivos an jioini di 
onjiDioU (|iiand on passerade la promise eourbo a la sooomlo. On doil 
*-\cC[it(i coi tains cas particuliors , dans lesquols los vnlourr 
dos expressions (33), ou do quelques-unos tl’onlro olios, I trees ties for- 
'■•ulcs ( in) ot (3a), so presen leraien l, pour Puno o< i’anlro eourbo, 

W ™* 1U l0n,,, ‘ iml6t(,, ' n,i ^ l ‘ 5 011 5* ol varioraienl neanmoins dans lr 
passer d tine courlio a Pauire. Dans lous los aulros cas, le corollairo f 
cossera pas d’elrc vrai, si a la variable , on subsliluo la variable , 
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lire par nni 1 equation tinio quolconquo auxeoordonncos a-, r, z. Srulr- 
inonl, a pres code substitution , I’on no pourra pas loujonrs al’lirmor 
<j lie > pour lo point do contact, 1’une an moins des trois deriveos 

d"' { .r 1 y d" * 1 ; 

(( 7 " ’ 7/7'" Tr ’ 

change de valour dans lo passage do la premiere rourbe a la soconde- 

Garoltaire IV. — Supposons ipio, I’ordre du contact des deux couches 
don aces titan l (igal ii n , on premie toujours r pour variable indepon- 
danle, et quo I’on dosigne par 


/'. V> 


de nouvelles fonctions des coordonnees .r, y, z. On aura 

I dp dp d.v dp dy Op dz 

1 dr Ox dr *" Oy dr 1 Oz dr' 

d'-p Op iP.v Op d~ y Op d 3 z 

dr 3 Ox dr 1 1 dy dr* Oz dr * 

+ ( iip ?j. (&\\ *£ (±y 

(S/i) ’ 0.r‘ \ dr j dy l \dr ) Oz 1 \dr) 

I t) 2 p dy dz 0‘p dz dx O 3 p dr dy 

I ' dy Oz dr dr Oz Ox dr dr * Or dy dr dr ’ 


I d"P _ dp d“.r Op d" r Op d n z 
i dr 11 Ox dr* 1 dy dr" * Oz dr“ 


et, com mo les expressions (33) conserveront, on general, lo.s monies 
valours, relatives au point de contact, dans le passage de la premiere 
rourbe a la see.onde, il est clair qu’on pourra cn dire autant, non seu- 
le.ineid des fonctions dorivees 


( 33 ) 


dp cPp d n p 

<7r’ HP-’ di-*’ 


dont les valours soronl dotorinindos par les formulas ( 3 ) , mais encore 
des diflorcntiollos 


( 36 ) 


dp, d- pi , . . , d n p , 
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On arriverail ii des conclusions semblables on subsliluanl In l« no- 
don <7 a la IbmTion p, Euiin, on pourrail bclianger outre (dies les quail - 
litL*" />, (/, rile loutes los manieres possibles. Ainsi, par exempli*, on 
roennuaitrait qu’en general les cli Heron lie lies 

( dq, d ! q, . .., cl" q, 

I 07 I I 

I dr, cl ! r, cl" r, 

prisrs par rapport a la variable p considoroo coniine inilopnidantn, eon- 
servent les memos valours relatives an point do coniacl, landis qti’on 
passe il’iino courbe ii 1’autre. 


Coroltairc V. — llien n’empeclie do suppose!*, dans los eorollaircs 11 


/' “ cc. 


Alors relies des expressions (33) qui renCei'ment la variable a • so re- 
duiseiif la premiere ii Punite, les aulros a zero, o( colics qui ren- 
lermenl y on £ deviennent rcspoclivement 


(o'Sj 


dy cl\y 
Tv dx*' 

dz d l z 
dx 9 dx- * 


cVpj’, 

' ' ’ dx" ’ 

dy- 

‘ ’ clx" ’ 


Done, si les deux courbos proposeos out onlro olios un con tael do 
I ordrcfl, et si Ion premia? pour variable indepondanto, non soulomont 
le.-, eoordonnees y, z, mais encore lours dcrivcos successives jusqu’ii 
relies do I'ordre n, conserveronl, on general, les memos valoui's rola- 
tiv ^ au P oinl do contact dans le passage do la premiere courbe a lu 
seeonde. Ajoulons quo, dans ce passage, les derivees do l’ordre // h- i 
el les suivantes prendronl ordinairement des valours nouvclles. Nean- 
moins, le contraire peut avoir lieu clans cerlains cas partieuliors, onn- 
lormement a 1 observation cleja faite (p. i/| 3 ) pour le cas oil uhacune 
des courbos deviant plane. 

Lorscjue la tangentc commune aux doux courbos no forme pas un 
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angle. droit avcc 1’axc dcs cc, chacuno dcs quantiles 

d n +'y 5 

^ d.v" Hl ’ dx n+> ’ 

oil au moins 1’une dcs deux, change nccessairemenl do valour dans 
le passage d’unc courbe ii l’autrc, ainsi qu’on l’a ddjii remarque (voir le 
corollairc III du thcoreme III). 

Nous observevons on finissant qu’on pent toujours choisir l’axe 
dcs x do man idee qu’il forme, avee la tangontc commune li dotix courbes 
donnecs, un angle dillcrcnl d’un angle droit. Cola pose, si l’on reunit 
le corollairc III du thcoreme HI au thcoreme. I do la dix-huilieme 
Lceon, 1’on on conclura generalcmenl quo deux courbcsqui mil outre 
dies un contact du second ordro, ou d’un ordre plus clove, soul osctila- 
trices rune, do l’autre, et rociproquement quo deux courbes oscula- 
Irices rune.de I’aulre out toujours e.ntre dies, au point d’osculalion, 
un contact du second ordre ou d’un ordre superieur a 2 . 


OEuvres itc 0 . — S. II, l. V. 


5o 
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YINGT-DEUXIEME LECON. 

Sl'R LES DIVERS ORDRES DK CONTACT BUS SUHFACKS COCIUIES. 


Considerons deux surfaces qui se loucheul, on im point donne (]’). 
Si, par ie point (P), on mine un plan normal an deux surfaces, los 
deux ligncs d’inlcrscction seront langcntcs l’uue a I’tui I ro ; el, si l’mi 
fail lourner ce plan aulour dc la norinalo, les deux lignos doul il s’ugil 
rhangeront, on general, do position et de forme. Quant an nonibre qui 
representcra 1’ordre de "contact de ees deux ligncs, il pouiTa <m 
dmneurer tnujours le memo, ou changer de valour avec la ]msition du 
plan normal. Or, cc nombre, quail d il est invariable, ou sa valour mi- 
nimum, dans Ie cas contraire, sort a mesuror ce qu’on aj>|)olle V ordrc 
dc contact des deux surfaces. Soit a cel ordrc; ot supposons quo, les 
deux surfaces etant coupccs par un plan normal quclcouquc, e’esl- 
a-dire par un plan qui rcnfcrme la normale commune, on nomine (Q), 
(It) les points oil les courbcs d’intersection, prolougees dans un eer- 
tamsens, sunt rcncon trees par un arc de corcle deeril du point (I>) 
emmne centre avec un rayon tris petit dcsigne par i. Si l’on eonsidere 
m* iajon coinme infinimcnt petit du premier ordre, la distance Qlt, 
\aiiaklc avec la position du plan normal, sera olle-meme uno quantile 
inlimmont petite dun ordrc marque par un nombre conslanl <m va- 
riable, duntu 4 - 1 representcra la valour unique ou la valour miniinimi, 
Uonccions main tenant' que par 1c point (Q), silue sur la premiere 
surface, on mine une secanle parallile a uno droile qui forme avec le 
plan tangent commun aux deux surfaces un angle 8 sensiblomont difle- 
rentde zero, mats mferiour ou tout an plus egala et que cctte secanle 
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cnupo la second 0 surface on (S). Dans le triangle QRS, Jc cot,'. Rs, 
si I) lenient parallel,. an plan tangent, puisqu ’,1 sera enmpri* nitre dni\ 

points ile la scconde surface Ires rapproelies du point do act. 

formera evidommont a>ee les cotes QH, QS de> angles finis, <lo.il le 
premier differ ora tres pen d’un angle droit, lamlis que le second sera 
epal 011 superior) r a 0 . Done, si I’on rlesigne par I line quantile iniini- 

ment petite, ct par un angle eompris outre les limito> c el on 
aura 1 


QS 




sin A 


Oil. 


Or, il^'esu I to cle eette derniere formulo quo la distance inliniinnit 
petite QS sera, pour ton les les positions du plan normal, do ineine 
ordre quo la distance QR. Do plus, coniine lc rapport entre la perpen- 
dinilairc abaissec au point (P) sur la droile QS on sur son prolonge- 
ment et lc rayon voetcur PQ = i sera equivalent an sinus de Tangle PQS 
tonne par la droite QS avee une droite PQ sensiblemont parallele au 
plan tangent, el, par consequent, a une quantile iinio differente do 
zero, cotte perpcndieulaire sera evidemnient une quantile intiiiiiiienl 
petite du premier ordre. De cos diverses remarques 011 deduit innne- 
(liatement la proposition suivante : 


Tiikouemk L — L’orclte de contact de deux surfaces, t/ui sc toudienl 
en un point domic (P), est mfeiieur d'une unite d la valcur unique, ou it 
la valear minimum du nombre qui represente i ordre de la distance inji- 
nirnenl petite comprise entre les points (Q), (S) oil ellcssonl rencon/rees 
par une secant e qui forme avec le plan tangent commun a ces deux sur- 
faces un angle sensible, lorsque Von considers la distance du point de 
contact a la sccante donl il s’agit comme un infiniment petit dit. premier 
ordre. 


Supposons quo Ton nit mene par lc point (P) un plan quoleunque 
cpii forme, un angle sensible avec lc plan tangent. Co plan eonpera les 
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tit* u x surfaces suivantdeux nouvclles courbes. Do plus, on ponrra eon- 
co\oir quo la secante, ci-dessus nicntionnee, coincide’ avoc one droite 
comprise dans ce memo plan; elalors, on comparanl lo theoreme pre- 
cedent au theoreme III do la nouviemo Logon, on 6 Lab lira sans point! 
une proposition quo nous altons inoncer : 

Thcoiiemc If. — Lorsque deux surfaces out enlre elles, m un point 
don rid, tin contact de Vordre a, lout plan normal ou oblique, qui forma 
un angle sensible arec le plan tangent conimun d ces deux surfaces, les 
coupe suivdnl deux courbes qui ont enlre elles un contact de Vordre a ou 
d’un ordre supdrieur. 

II importe d’observer ici non sculcmonl quo, los sections fades, dans 
les deux surfaces, par un plan normal ou oblique qui renforino le 
point roinmun, peuvent avoir enlre olios un contact d’un ordre beau- 
coup plus clove quo le nornbre a, tnais qu’ellos peuvent memo, dans 
certains cas, se confondre onliercincnt 1’unc avoc I’autre. Alnrs le 
noinlire qui represente I’ordre de contact dcs deux sections prontl 
une valour infinio. Ajoulons quo cos deux sections se reduisonl 
qui’lquefois a une sculc droite. On pout o/frir pour exeinple la ginera- 
Irice commune ii deux surfaces coniques ou cylindriquos qui sc 
touchont en un point donne. 

Si les deux surfaces sont representing par deux equations enlre les 
coordonnecs recti lignes x,y, z, ot si lc plan tangent mono par le point 
conimun nest pas sensiblcmcnt parallele a l’axe dess, alors, en sup- 
posant la secante QS parallele ii co memo axe, on deduira iinmeiliate- 
ment du theoreme 1 la proposition suivantc : 

Iiieoreiie III. — Pour oblemr I’ordre de contact de deux surfaces qui 
se touchcnt en un point oil le plan tangent nest pas parallele it Vaxe 
des s, il suffil de mener une ordonnee tre's voisine du point de contact cl 
de chcrcher la valeur unique ou la valeur minimum du nornbre constant 
ou variable qui represente Vordre de la portion injinimenl petite d’ or- 
donnee comprise enlre les deux surfaces , dans le cas ou Von considers la 
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:t))7 

(Hilana' da point dr contact ii I'ordonnec comnte infinitnent petite da 
premier ordre, Cette calcar unuptc on retie ndettr minimum, ditninttee 
d' title anile, indii/ttc 1‘ordtc da contact. 

k 

Cund/airc f, Koirnl 

<0 /(•'.. y), 

) .. I*' (.r,.r) 


Irs eipialiniis ties tlrns surfaces ronrbrs. Kll< a s nurmil mi |ininl 
riimmnn rurrespoinlanl it ini sYslemr tli* valrnrs donnecs lies va 
riablrs el, cn ci' pninl, tin plan lanpctil niinmnii, nun parallclr ii 
tics {rair la srizit'ini' l.rron, |i, 'l(in), si, |inni‘ Irs Milrnis pro- 

posers ilr ,r, p, Irs fnrmnlrs (i) cl <•>.) finirnisscnl lies valrnrs chilli's 
cl linirs, iinn srnlrnirnl tie rimlnmirc mais rncnrr ilr ses ilrrivres 

pa r( id It's p ‘j'\ // ' i cn sorlc <j nr Irs c(|iialinns 

(.t) I' 


cl 

<i> 


<)/( e, i ) i) |' , (.r,r) 

,h ll.e 


()/{>>'•?) <J 
Or <h 


Siiirnl verifiers, cl t|iti' It's ilrnx ini'mlil'cs ilr rliui'inic (I’t'llcs ran- 
scrvcnl tics valcnrs llnics. Dans relic livpolliesr, ia tlillrrencr 

(M !•(■'•., »') /(-'•, j). 

ijni sY'vanmiira |mnr les valcnrs tic .r cl tic ,)' rclulivcs an pninl 
nintiniin, tlcvicnilra inUninicnl pclilc, tjnanil les variables ,r, ,y rccr- 
vrnnl ties ariTiiisscnicnls inlininicnl pelils A.r, A,)'! el, si I'on cmisiilci'c 
la ilislancc 

(11) l Aj’ a 

rniiimc clan l im iiilininimil pH if, tin premier tmlre, I'onlre tie la ipiiin- 
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tile infinimenl petite, qui represen Lora la nouvello valour do 

F (•*».?) -/(•«*»/)> 

surpasscra (Pune unite Pordrc do contact des deux surfaces. II imporlc 
d’ailleurs d’observer quo (’expression (0) sera une quantile infinimonJ 
petite du premier ordro, si diacun des aceroissements ii.r, Ay esl un 
infinimenl petit do cot ordro, oil si Pun cl’oux esl du premier owin', 
I’autro elanl nul on d’un ordro superiour. 

Corollciire II. — Si les deux surfaces so touelionl, on on point do 
I ‘axe des s, maisdo maniere quo cot axe no soil, pas renforine dans lo 
plan tangent mono par le point do contact, il suffira, d’apres oo qu’on 
vient de (lire, pour determiner Pordrc du contact, do elierclier le 
a ombre, qui indiquera Pordrc do la difference l''(.-r,j) — /(m,y), en 
considerant les deux variables x, y comnic des inlininienl potits du 
premier ordro, et de diininuer cc nombro (Pune unite. Kn operant 
am si, on reconnaitra qui' les quatro surfaces roqi rose n toes par les 
quatre equations 

z — x* + y\ z = x 3 -hy\ z—x 3 + y 3 , n = ,r 1 -|-j' 1 , 

ont toutes outre elles, ii Porigino des coordonnees, im contact du 
premier ordro, tandis qu au memo point les deux surfaces > 

Z r r: x n + y n 9 z — 

ont un contact do 1 ordro n , oL les deux surfucos 

\ 4 i « 

z — x -hj z — x v H- y\ 

un contact de Pordrc ~ — i = I. 

5 4 

Corollairc HI. - Supposons quo les surfaces (i) ot (2) aient un 
point commun correspondant aux coordonnees a?, y H on 00 point un 
plan tangent commun, non parallele a Paxe des xr, avec 1111 conlact do 
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I’ordrc a ; soil d’ailleurs a lo nombre entior egal on immedialomrnl 
supcrieur a a. La difference 

( 5 ) L(.r,y) — f(x', y) 

sevanouira; el, si 1 ’on dbsigno par Am, Ay das accroissomcnls in fin i - 
monl pclils du premier ordre attribute aux coordonnees cc, y, I’ex- 
pression 

( 7 ) F ( x + Ax, y -+• A y )—f{ x + Ax, y + A y ) 

sera (on vertu du eorollaire I) un infinimenl petit do I’nrdre a + i. 
D’ailleurs, pour quo les accroissomonls Ax, A/ soienl infinimenl polits 
du premier ordre, il suffira do prendre 

( 8 ) A.r = a dx, Ay = a cly , 

('n designanl par a line quantile infinimenl. petite du premier ordre, el 
on donnant aux diHeronliellos dx, cly des valours finies. Aloes I’oxpres- 
sion ( 7 ) so presen tera sous la forme 

(9) F(o: •+* a dx, y 4- a dy) — f(x vdx, y - 4 - a dy). 

Done, si I’on con si (lore la variable a comma infinimenl polite du pre- 
mier ordre, I’expression ( 9 ) sera, dans I’hypolliose admise, un infini- 
ment petit do I’ordro a + 1 , quelles quo soienl d’ai Hours l( l s valours 
finies attributes aux differonliolles dx ot dy, 

Conccvons main Iona n l quo Ton pose, pour iibreger, 

(10) F(.r 4- a dx, y -1- a dy) — f(x + a dx, y 4- a dy) — 

lin vertu do ee qui a ole dit(p. r 33), (a) sera la premiere des 

functions derivees 

<K«)> <(/(«), <|/{«). ... 

qui cesscra de s’evanouir avec a; en d’aulres tonnes, '| ( " +l> (o) sera la 
premiere des quantiles 


*Ho), +'(o), <]/(0), 
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qui obticndra unc valour difleren to do zero. On aura done. 

(n) ti^(o) = o, <j/(o) = o, <|^ # (o) — o, .... i(A">(o) =o. 

D’ailleurs, on ayant egard aux principos clablis dans la qunlor/jrme 
Logon do Calcul infinitesimal, on Irouvora 

/ <|# (o)= f(n,y), 

+'( 0 )= Cl n*,y)- d/(<r,y), 

O’) ^{o)=cPV{x,y) - d-f{x,y), 


\ ^(»)(o) — d ” F(a?, y) — <l n f{oc, y). 

Done on aura, pour lc point common aux deux surfaces, 
/ F(a?,7)= /(a?, 7), 

\ dY(x, y) = d/(.r, y), 

03 ) \ d'-Y{x, y)-= d'-f{x, y). 


\ d”F(»,y) = d«/(j! t y)i 
ou, co qui rovienl au memo, 


D4) 


F(«,j) —/(>*, y), 


^ If = ,<y, 


Oy x 


d n ¥{x, v) 




.-H 


() n F(a^, y) 
Oy u 

7 ) 

4T 


f/r" 

dy". 


Cos dcrnicrcs formulos devant subsistor, qucllcs quo soiont les valours 
finies attributes aux diflercnticllcs dx, dy , cnlrainoronl evidoninienl 
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dr “ 

\ 0 1 V(.r> r) __ f )’/{.*?, L ) ) 
j (Uvr ( ) 

().V ’ 

d- F(«, 7') _ 

dz? Oy 

dy 

_ d*f(x, y) 
dr Oy * 

dr ' 

P ! F(;r, y) 

Of' 

v) 

_ d" fix, ,n 

0" F(*. j') 

d"/(x, j) 

O.r" 

dx" ’ 

dr"-~ l Oy 

Ox"-' dy ’ 

<)“ L' (.c, y) 

_ d"f{x s y) 

d" F (. t , y) 

d"f(.r,y) 

i ~d.r dy"~' 


dy" ~ 

dy" 


dr 


Par eonsnquenl, lorsque deux surfaces so Imichenl en un point oil le 
plan lan^on I. u’osl pas pnrallele ii Paxodos's, non sculenioiil pour In 
point dont il s’agil, lordnumie s, ennsideree oonnno function des deux 
variables indopomlanlos ,r, y, t>l ses demons parliellos du premier 
ordrc. savoir 

(h th 

< ,6 > <lv’ dy' 

no chan gent pas do valour dans le passage do la promii're surface a la 
seonnde; mais il en esl encore do memo dosderivees parliellos 

i oj ? f s_ <r-s 

| (7,r s ’ Ox Oy ' dy 2 ’ 

( Ps (V z d's 
Oj.* ’ d.tUly' dxdy*' <h A ' 


(■ 7 ) 


jusqii’li oolles donl I'ordro coincide avec le nombro en tier cgal ou un- 
modialemonl superienr a I’ordre du conlacl. : en d aulres terrors, si 1 on 
dcsigne. par n ce nomlire entior, I’ordonnee z el. ses diflerenlielles lotales 
dos divers ordros jusipi’a cello de I’ordro n, c esl-a-dire les quantiles 

<i8) th, cl*s, .... ct"~'z, d"~> 

oonsorvoront Ins memos valours dans le passage de la pro mi 6 re surface 


OEuvrcs <U C. — S. M, t. V» 
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it In sccmulo, quollcs quo soiont los valours assignees suix <li 11V* rrn- 
licllos dx, dy ties variables independantes. 


Coroltaire IV. — Si, les deux surfaces ayanl uu eniilncl <le Fortin* 

Ir plan tangent eomniun devenait parallele a I’axo des g, aloes, on nlln- 
liaant aux valours dcs coorelnimoos x, y <jui so rappnrtonl an point 
ilo contact eles accroisscmcnts inliiiimonl pel its (lit premier onli'c, on 
no trouvorait pas generalcinent, pour los valours coiTrspomlanlus do la 
dillercnco 

F(«, y)--f(x, y), 

tin infiniinenl petil do t’ordro a + i. Ndanmoins, on pourmil. om nio 
determiner 1’ordro du contact par la metbode donl. nous avous lint 
usage, on substituanl I'unc dcs variables x, y ii la variable s. Ainsi, 
par oxomplo, pour montror quo los deux surfaces 

s = i 3 (i— jsp, j — jA(i --r'p, 

qut fouchonl a I’origino lo plan elos y, s, onl on ce point tin con lari 
do second ordro, il sul'fira d 'observer quo lours equations rusolui'S par 
rapport ii x prennenl les formes 
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Corollaire V. — Lorsque le plan tangent commun mix deux surfaces 
n’osL pas parallolo a I’nxo des 3, olque l’ordrc du contact est 1111 nomlire 
onlier, il aul'Iil, pour ddlermmcr col ordre, do ohcrchcr quelle csl la 
dorniero des equations 

(19) d¥(.r,y)=.tlf(x,y), — r, y), .... 

qui so Ironvo vdriliee pour io point do contact, iiulcpendammont clos 
valours atlribuees aux di ITeron licllcs dx, ily des variables indepen- 
dan Los. L’ordre des tlifleren Lielles to talcs comprises dans cotte dornioro 
equation stun prdeiseinenl l’ordrc doninnde. 

Nous obsorverons, on tlnissanl, qu’on pout toujours choisir pour axe 
des 3 un axe qui no, suit pas parallole au plan tangent menu par lo 
point do contact do deux surfaces, (lela pose, si l’on reunit le corol- 
laire III du thdoremc. Ill au llieoreme II do la vingtieme Lecon.on en 
eonclura generaloinonl (pie deux surfaces qui out outre dies un contact 
du second ordre 011 d’un ordre plus clove soul osculatricos I’unc do 
I’autre ot, reeiproquomont, quo deux surfaces osculatricos I’une do 
1 ’aulre out toujours outre elles, au point d’osculation, un oonlact du 
second ordre on d’un ordre supdriour a 2. 
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PREMIERE LEQON . 

iu:t:Tii'tc.iTi((S niis comnms i>i.m:s ou i uoublr couummK 


(ioiisidnrons mu* omirbo piano, reprosonlee par 11110 equation ontro 
l(*s (l(*ii\ coordmmeos rer.langulaires x, y, on bion line eourbe ii double 
eoiirluii’o, roprosonteo. par deux equations enlro los Irois coordonnoos 
reo. languid res .r, ,r, 5; ct, sur cello eourbe, un are ronfcrme outre nn 
point lixi* (A ) el lo point mobile (Ionia? esl I’abscisse. Si Ton dcsigne 
[mi* s cot are, pris av«c lo signe 4- mi avoc In signe — , suivanl cju’on 

10 suppose portii, a parlir du point (A), dans 1111 season dansun autre, 
el si I*oii appellee l’inelinaison do. la eourbe par rapport ii I’axe deso*, 

011 aura | voir dans lo Tome. I les fonnules (10) de la cinquifune Lecon 
el. (7) de la soiziome j 

, , da 

seer — ± -7-, 

ax 

mi, (•(> (pii rovient au memo, 

(1) els ~ ± sect clx t 

Ii* signe Jz dovanl Aire riidnit an signe h- dans lo cas oil 1 ’ave.f croit 
avec I’absoisse ct an signe — dans lo cas contraire. Cola pose, soienl 
(.P), I.Q) ( le.ux points different* de la eourbe, respeetivement detor- 
,111 i lies, lo premier par le sysleme dcs coordonnees jc„, y u , !e second 
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park' SYsli’iiio das ooordonnoas X,Y; ol (p) It*, point mohila qui cor- 
respond aux coordonneas variable's oc, y. Gonaevons d’aillaurs qua 
I’absaissa x oroisso on deeroissa conslaniinanl, tnndis <| no k> point 
mobile (/>) passe tie la position (P) a la position (Q), on daorivaut 
Pare- PQ. ISnlin, soiont s 0 ot S los deux valours do s coiTOspondanl ii 
re — a',, ot a or = X. On lirera do l’equalion (i), on integrant los deux 
inambres a parti r do x — x a \ voir la trenlc-douxiemo. La-conda Calral 
infinitesimal j, 

(a) s — s 0 — ±j seer dx, 

L < 1 ‘d 

puis, on posanl x = X, 

(3) S — ,?i)=r± ( sectf/.r. 


Cost a I ’aide do la (omnia (3) quo 1’on pourra dolorniinor Pare. PQ, 
toujours egal a la valour numerique do la didoronro S— ,v„. On Irou- 
vora on particulior 


CO 


S — 



seer cLr> 


si los differences S — j' 0 , X — sontdos quantiles do memo signa, ol 

( •> ) 8 — So ~~ I seer dx, 

.I 

si los ra ernes difiorances sent dos quantiles do signa.s oonlrairas. Si lo 
point (P) comcidail avee lc point (A), s 0 deviendrait mil. Alors, on 
supposant, pour fixer les ideas, les quantiles s, S, x - rv n , X *~<v t 
‘positives, on lircruit do la fbrnnile( 2 ) 

0 s =zj s6ct c lx, 

Vo 

01 do la formule (3) 

O S =f seer dx. 

Vq 

Ajoutons quo, st Ion consitlerc Tabscisso co com me variable indopon- 
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danlts lii valour < 1 r scct sera determiner pour unt* eourbe plane ( voir 
la premiere Leeon du Toino I) par I’equatiou 

(8) sficr ' - \0 -*-y n = ±: j > 

N clan L la normale. Done alors la fonnule (G) tlonnora 

t 

(») ( \Ji-\-y n clx. 

1 t’n 

On Irouvora, an eontrairo, pour unc eourbe a double courbure ( voir la 
sememe Leeon du Tome I), 

(u>) seer-- \J i -hj' 1 -!- s'-, 

id par suite 

(n) \ / i -s- -i- z' l dx. 

* J. 

Si l’imdinaison x devienl, eonstante, eomnio il arrive quaiid la eourbe 
propose!', si' reduil.ii urn*, droite on ii line holier tracer suruii cylinder 
({ii t a pour axe I’axe des x, la lormulo (G) donnrra 

(ia) ,v--s 6 er / <lxz=--{x — .r 0 )sccr. 

Ora; — ,r„ roprbsrnlr prneisemenl, la projection de Pares sur l’axe des x. 
On pent done enoneer la proposition suivante : 

Tukoiikmk. — Lorstju une ligne a, dans Ions ses points, la mime inch- 
naison par rapport d l' axe. des x, une longueur porter surcelte ligne esl 
(if/uimlenle an produit de sa projection sur I’axe des x par la secante 
de l' inelinaison . 

Appliquons mainiennnl la (brmule(G) ii quolquos exeniples. 

lixemple I. - Si la eourbe proposer coincide avec la cireonlerenre 
de. corclo representor par liquation 

( 1 3 ) ,f 5 + j a = R 3 , 

J 2 


QXums dc C* S. II, (< V, 
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on a lira N = R. Par suite 1 , la formula (8) duiiiiera 

. . , N II 

(,4> MfiT=± > = v^ -.h’ 


rl I’on tircra da (equation (G) 


(io) — It/ ~-jk r ~ It { arc .sin '* arc sill : !.°y 

J Xm \ n 11 / 

Jl etail facile do prevoir cc resultal. fin ollot, la dill'erniea 


, x . a' Q 

arc sin ^ — arc sin 


outre deux arcs rolatilsau ccrclo qni a pour rayon I’unite, osl fu iiiasmv 
da Tangle oompris mitre les rayons vaelatirs monos da I’origina :ius 
points de fa cireonlVircnco donnoo qni out pour abscissas m,, al .a. Done 
lo prod nil, do celtp difference par lo rayon H asf, la masiira da 1‘ara 
eompris on Ire los deux points. 

lixemple If. — (lonsidorons une allipsa representor par I 7 !<|iinlimi 

06 ) iT + ZA-, 

a* ^ b' '* 

dans laquelle/i designo la inoitia du grand axa at b la moilia du palii 
axe. On aura, dans ce cas, 


X yy f 

• — . . ‘A - 1 - ... n ,,/J 

a- b* ~ °* >1 — 


6 \r 3 _ 

a' , y‘ 1 ~ a* (a 1 — ,<•') 


(>S) s6ct = i A r - (a 1 - l£jj : 

V « 5 (a 8 — a*) ' 

D’aillcurs, si Ton nomine £ I’cxcon Incite de IVIlipse, aVst-ii-dira la 
i.ipport outre la distance (Tun foyer au centre at la moilie du gram! 
axe, on aura (voir la onziemo Logon du Tome [) 

at ~ \/« 2 ~~b\ 

Lola pose, la valour dc secT doviondra 


V? 


P — £ a j; 5 


(30) 
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el I’on tirera do roquation ( ( 5 ) 


'ill 




=rf 

Ju V 


Si, dans la formula (21), on remplaoe los limiles do l’integralo relative’, 
a x par zero ot a, la valour do s, reduite a 


(*0 


/•" /a* ■-!*.£ , 


ropresoutcra lo. quart du peri metre do I’ollipso. Done lo peri metre onlior 
aura pour niosuro I’oxprossion 


('., 3 ) 


h 


a' — aU 1 


■clx. 


dans laquollo il sullil do posor oo -= at pour la ramonor a la lormo 

(a/,) . (i a 

Los integrates e.omprises dans los fonnulos (ur), (23), (Vd) ot (a'j) 
soul, du noinhre do cellos (ju’on no pent explainer on tonnes finis; mais 
diverses melhodos lburnissenl lo moyeti d’ou oa leu lor des valours aussi 
appendices qu’011 lo desire. 

Example HI, — (lonsiddrons 11 no hyperbole rep rose idee par roquation 


( 95 ) 


‘a*"' 1 ’ 


dans laquollo, «, b sont deux quantiles positives dent la premiere de- 
signe la nioitio do l’axo reel. On aura, dans co cas, 


0 * 0 ) 

(27) 


— __ 

a x h l 


,n - h V ^! _ b ' m% 

^ v 2 /7 2 l .1'* — . ft 1 \ 


tf 1 / 3 r / 2 (x l — a 1 ) 

\/ rt s (,r 2 — « j ) 

D’aillours, si Ton nomine e Poxcentricilc do (’hyperbole, o’esl-a-dire lo 
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rapport nitre la distance d’un foyer mi centre el la moilie do I’axe 
on aura (mr la on/inne Le<?on du Tome I) 

as ~ sja* -I- b' 1 . 


Par suite, la valour do sec-r deviendrn 


(29) 


SOCT -= 



7 


of [’on lirera do I’cquation (G) 



Comma les deux fractions 


a - - s 2 ^ 2 £ a .r- — g- 

rt 5 — a : 2 ’ .t ,a — a- 


no dilleront pas I’uno do I’aulre, il osl edair quo la valour piTeedrnir 
do s esl pareillo a cello quo foimiit l’bqualion (21). Seulemenl , dan- 
liquation fsi), le nombre s, determine par la fortmile. (t<)), esl intr- 
rieura (’unite, tandis quo dans I’cquation (3o), le, nombro e, determine 
par la formula (28'), devient superieur 11 I’unilb. 

Excmplc IV. — Si Ja courbe proposes coincide avee la parallel*' 
represcntcc par I’equation 

(3l) J' t = 2pX, 


on aura 

( 32 ) 

(33) 

ot par suite 

(34) 



Pour determiner la valour de I’integrale comprise dans le semind 
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mombro do I’dqualion 04) on posera 

1 / I -|- J- -- t oil X — ^ , 

V 2,r a(/ 2 — i) 

ol r<m Irouvora 

j y/ 1 H- f/.r y f f/.i? — . /.r — j x clt ~ lx — j - 


113 


dt 


t 2 — i 


4 


(w) 


IX- , l[ 7 J -H const. 


“V 


1 + - £ / ( J 




2 4 


■ l/. + f -M 

\ y a a; / 


+ const. 


Si maiulonanl on supposo, pour plus do simplicUo, cc„ ~ o, on lirora 
do In Ibrniulo (3/j) 

,( sEk' 


(33) 


S 


' £ 


r 

X 


V 


p 

I -1- -t- 4- I 

7.X 


Tolln os(. In valour do I’aro do la parabolo compris outre lo somniol ol, 
lo point norrospondant it I’abscisso tv. 

Uxcmple V. — Si la coorbo proposer, coincide avec la logarilhmiquc 
<[iio nous avons do jit oonsidoreo dans la premiere Lo^on du Touio 1, ot 
(jui ost represent do par liquation 

(36) yz-alx, 

la caraolbristique I indiquanl un logarilhinc pris dans lo syslome donl 
la base osl. e, on trouvora 

. a 

(37) 

of, par suilo 

(38) 


langT 


dx 


xz^a coir, dxzrz. — 

Cola posit, si l’on ddsigno par t 0 la valour do t corrcspondant a x — a? 0 


I 

i 


hlb APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL, 
on (irora <I<» Poqimlion ((>) 

r </? 

{ 3r>) a rr — tl / - - . - , - » 

I cosrsurr 


On a d’ailicuis 


(‘I (l(‘ plus 


1 __ cos 2 t-p siii-t cost _ 1 

cost si ii s t ” cost siii i t suPt cost 


(' CO ST fk __ l__ 

bin 2 r binr 


4- const., 


f*Lr- /'- 
./ COST / , 

J s ' 


, ( 'K r \ rn t 

s, "U + v) C08 U + ’ 


— - -- 1 iang( -l- - J -l- const. 


Done 1’equnLioii (^ 9 ) donnora 

(/,„) ■'-«[aT--sk - ' IM8 (s + 5 ) H '' 1 " lie (r' v) ' 

Si l’on ediangoail on Ire eux los axes ties x el dos y, I’equalmii do 
la logaritlimiquo doviondraiL, coinmo on l’a dqja rmnsirqms (Tomr 1. 
dcuxLome Logon) 


i l l*on aurail on consequence 


langr — y -- -e". 


On Irouverail par suite 


('|3) x — ctl tangr — aha), dx-x-a - — ; 

° SIOT COST 

puis, on designanl par t 0 la valour do t corrospondanl it on 

tirorail dc 1 ’eqiialion ( 6 ) 

(44) s — a f -t — — — — • 

J T sinrcos^r 

On aura it d’aillours 


l 1 SUIT 

siiiTCOS-^r ~ sinr ^ cos 2 r’ 


f Milt .1 . f ck / 

i d T — j- const,, / = / — 

J C 0 S J 7 COST J SUIT / . 


/ long - “I" cousl. 


sm - cos- 
2 2 
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ft IB 

Ilnur rpqiiiiliun \ \ \ ) ilnunrrail 

i I'i S tt( 1 I I lUMfj; T l — V 

v t l»ST <‘i)sT 0 'K V / 

1 1 mtsuI larilr irmlrmhiirr clans Irs seconds members des Ibrinulrs ( ,7|o) 
rl ( \ *i ) I’absrmsr >r ii la plac.r dr rinrlinaison 

I'.At'mpIc 17. (Innsidmms ancon 1 la rourlx 1 repnjsonbV par 
r CM H i ; I In m 1 


\ i* i i 




V I 

f ,ll I f. .f 


«l 1 1 1 rst preeisenient r**l li* qui' derril line clinine pesanle, flexible el 
Imninp.ehe, suspendin' par ses exlre.niile.s it deux points fixes, el qui 
I m 1 1 1 1 ’ ri’tlc raison a recjti le nom dc vlmhwllv. On aura, pour <tUo nmrhc, 


i i7> 

ft pur suite 

i vo 


si'cr 


( ..i •< 

1 

0 

I 1 ,1 

/?" i r " 


f.ela [lose, on laisuiit evanouir .r B , mi tirera de I’uipintion (<>) 


' in) 


. I 


i>" i r 11 


ii 


v a 


c" r 




O’aillfiiis il est nisei tie voir t|tii', (Ians la rourhe (10). i ,0 ‘ ul ( l u * 
correspond il I’absrissr x o est prerisetnonl, It* '<• l ),us 1,lls - Pal ' 
eoiisfijueiil , (hum celli' eoiirlie, I’arr-v, rumple ii piiriir (In point. le l^ lls 
has, est proporlionnel it,)'' lantf-c, r.’esl-a-dire a la langonle Liigono 
uu'-lriipie do I'inc.li uuismi eorrespomlnnl a IVxtrmnile (In imunc arc. 

H.'venous ii la lormnle ( t V hi I on ,Y remplaee x pai ,) on 
placer en memo temps ~ par ^ ’?■ Cn aura done 

<lx ' r.osiir.T (()'. 

Ola pose, en.mevuns «pte I’unlonmV y du point, mobile (p) croisso on 
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ilftcroissi* conslaminont, landis quo ce point decril Pure PQ» donl low 
,|(UIX ox troubles correspondenlaux ordonnees v„, Y. Aloes, on integral) I 
ualion (5 o) a parlir <lo j' — ,y 0 , on trouvora 

( 01 ) ,v - ,v 0 -= -± I cofeoor c/j , 

J u 

puis, on pronanl y =- V, 

( 59 . ) S — s l) -±f cosecr dy. 

•A, 

On Irouvora on parlieulior 

(53) S — ,v„ — • I cosecr rfj, 

r Ao 

si ios differences S — s„, Y —y u sonl des quantiles do inome signe, ('I 

8 — s„-~( cos 6 ct dy. 


(51) 


* 


si les memos differences sonl dos (juan tiles do signes oonlrairos. Ajou- 
tons quo, si la eourbe donnee osl plane, on aura, on eonsiddmnl 
I’abscisso x comiiic variable indcpendanlc, 


(55) 


cosecr -= i + y 


Par suite, on supposanl l’arc roduit ii zero, el les quail I i les .v, y - 
affeelees du memo signe., on lircra do 1’equalion (5i) 

(5G) s \/ ' + y dy. 

Pour montrer une application tie la forniule (56), supposons quo 
Pare s so coinplo, a partir do 1’origine des coordounccs, sur la branehe 
de eyolmde engendree par un ccrclc donl le rayon ost R, el represen lee 
■par l’equation 

x = R arc cos * ~ \Ji Rj — j- 


(37) 
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run |t. dill. On illtl.l, ilillts (Tile 1 1 V | H)t Ill'M' , 


Ml 


M| > 


''' \ .11 

' I 1 '’ / " 


/•ill 


i I 


v I ll 


\ .n 


’ V - 

‘(Mo'|(iH) J (Ml ,n’|, 


•Mi 

•ill i ’ 


cl . [i;ii- •nnlf. 


< 11 1 I 


iK ' ,| \ ,,, UpU \ ). 


Ollr donum* tMpuhnu i| i-l (M ini in* Fair s do la r\ rlnidc 1 on Inni'lion do 
lYidtiiunr i , Unit i|nr Fr\tmuiio dr oo( air doiuouro oompriso oulro 
Fori^rnr H I*’ **■ mm in i*l ilt- la protnioro hrnnoho. Si Fnn vimi l quo Toxlro- 
liiilr ilr r.ir- \ nunrhli* avor Ir niimnoi (In iH it s’a^iL il laudra prondro 
\ **11. ol la Imi limit* Min i dnmiorn jit pour In valour do la varialiln .s . 

Ir ilmilili* »li* i i*l h* \aliMtr t on NIU mm'u la Inn^urur dYno hrnnrlio 
ilr hi rsi luulr , r’rsi irdiro do l'nir mi lonnoonl ro drn \ 

I hi i ii C ^ ill* i rliiHii 'tHfinon t coiimViiI i Is. 

II M’laii Ln i («• dYluMir dirorlomnnl la Imumilo (On) (Mi s*iif»pitv«inl 
miu Ion | > i <i|u vr(r * MiMinirh t|o la r vrlunh* . tin odd* ooiioovnus <| iu' 
r.m r,i*i'ii 4 1 ntilrr a l.i Ini"* Mir l a \o (It's o\ i*l snr uuo parullolo a irl axo 
in i* ii m pai li* ilr la oyolnulo, iIimin immtIos doorils avor dos rayons 

r| qm I m id * lit* n I mnnlauuuout nil inoiuo [mini la psiralloU' don! 
il Va^ii, iVml.ml 1 1 in* lY\immlo do Fun ilos rnyniih dn promior condo 
tlmira la » \> Inhli 4 pri»|m^rt* , Foxlmuito il un ruvou parnllolo » purism t 
tin rtMilti 4 ilu * ri'ninl rondo, uiais diri^o oil sons iiivorso, doorira uno 
Mi’riitulo i vi Initio < 1 1 1 1 soni la dovoloppnulo ilo In prouiioro (ww la 
w'jjIjoiiio I jTiiii , I iijim* 1 i. Loin po*o, snii'ii 1 u\ V los ooonlnouoos d an 
ptiinl >0lMo or Lt i n IhhIo prnpusoo, onlro Fnni'ino ol to somniof do la 
pi riMUMo hram his Snioul do phis V| lo* ononlmuurs d’un pninl cnr- 
rcqiMiiihml utnr Mir la Mromlo oyohmlo, >v Faro do la pmnioro oompris 
rnho r.u hMur rl Ir pmn( (r. vh ol p In dislnuoo do oo dornior point 

( iu f( i. j.;t .lUtau. r p I'XpriiiMTu, mm sfiilfmciil If nivon *lt« 

.•mirlnu.* t!«< lu i‘v I'lni'h' tlrvHfi|»|iiinli' <‘on-i's[nini!nnl mi |Miinl (5,v|)- 
ui.tU fiirnn- |‘,MV tin l.i I'M'Initli' i1rvi‘l*»|»i>«V iMimpris filin’ If < - r > .)') 

*i it. i \ 


i >i i i , 
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cl 1(* sonunot do In premiere brancho. Par sit i Lc on aura evicleiimieiil, si 

le point (x, v) se eoiifoml avee, I’originc, 

((m) .s~o, 

si le point (.r, v) se conlond avec lc sommel de la prom it' re ltranrln* , 
(Hjj s — l\ H, p — 

et ('ii general 

(63) /| R — s — p. 

Ajoulonsquo le rayon de eourbure p, ctanldiviso en deux parlies egules 
par la base de la seeonde oycloido, sera egal an double de la emvle 
comprise dans le eercle generateur de la premiere eiilre l(> point (,r, r) 
et I’exlremild superieure du diametre parallele a I’axe des j\ Done, 
puisque cede mdno cordc est une moyenne gcomblrique eatre le dia- 
inetre 2 R el sa pa rite superieure all — v, on aura 

(G4> p-2\/ntrnr-jj. 

Or, (li's ibrnuiles (63 ) el (G/j ) comb inces outre ('lies on deduil imme- 
(iialemenl (’equation (Go). 

Si I’on echangeail I’un eontre 1’autre Ies axes des x el des y, 1 ’equa- 
tion (Go) se trouverait remplacce par la suivante : 

(65) 4 R — A =: 2 2 It ( v> R — c ) , 

On demontro lacilement a IVulo de cette derniere qui'lqui'S propridles 
remarqualdes quo la Alecaniquc a fail decouvrir dans la cyclonic. 

Los lbnmdes(/|)('t(5)doviendi’aient runcctrautre inexadessi I’on 
ne pouvait passer du point (P) au point (Q), on suivant la coui'Ih' 
donnee, sans iairo tantot croitrc et lanloldccroilrc I’abscisse x. Conee- 
vons, pour fixer les idecs, que 

^ 1 * Sli * ' ' > — D «?/;/ 

designed de nouvclles valours de Pare s tellemeiU ehoisies <|ue Ics 
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quantiles 


Si* -V, 


A mm 


I'oi'iiH'ii I u ii<* sui It* rroissanlo. on dooroissanto. Supposons d’aillours quo 
Pabsrisso >v oroisso on dooroisse oonslmnmonl, pendant quo le point 
mobile {/)) passe do Pexlreniile ^P) do 1 ’arcj,, it Poxtroniile do 1 ’are.y,, 
on do Poxtroniite do, Parn*.v, a Poxlromitd do Pare s. 2 , on do Poxtroniile 
do Parr.?., ii Poxlreinile do Pare.v s , ('to,, on onfin do Pexlroniili! do I’aro S,„ 
a I’oxtroniilo (Q) do I’aro S. Alors on no pourra pins oaloulor inime- 
dialcmciit la valour do la dillcroneo S — ,y u , a l’aido do la formulo (j), 
ni ii I’aido do la Tommie (a); mais on pourra ovidommonl determiner, 
par uno Ibrimilo (onto paroillo, ohaeuno dos diUcronees 

((>7) -V| • .'ill A')1 -fj *2» •••) S ■*#»* 

ol il no roslora plus qn’ii losajoulor los 11110s an x aulros pour oblonir la 
valour do S - ,v„, ol par suilo la longueur do. Parc PQ. 

Si I’on vonlail. appliquer ii la determination do l’aro PQ dos Tor- 
mulos somblnldos, non plus mix liquations (/j) ot ( 5 ), mais mix equa- 
tions (f>d) ol (.)/|), alors il landrail, ohoisir los arcs s lt .... x,„ 
ei-dessns monlionnos, do manioro quo Pordonnooj Tut eonslammont 
oroissanto on eonslammrnldeeroissanle, tandis quo le point mobile (p) 
passi* rail do IVxIremild do Parr. .v„ ii IVxlrdmile do I’aro on do l’oxlro- 
111 i (6 do Pare s, ii Poxlreinile do I’aro .v a , 0.I.0,, on onlin do Pcixlromile do 
Pare s m a Pexlreniile do, Pare, S. 

(ionoovons, par oxomplo, qu'il s’agisse d’evaluor I arc S oompris 
ontro PoriR’iiio id un point quidoonquo do la rycloule representin' par 
l’cquation 

//P ,V\\ ii ,, ~ ~.,i 


,r arc cos 


±\/ 5 ltr-T 2 . 


dans laquollo lo radical doit dire allooto du signo -1- on du signo 
sui van L <[iio I’anpfle w determine par la lorimile 


o) - arc cos 
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i 1 It 1 
i 1 3- 
I.IM 


u 

.Ml 


) Kuril - 

4 in* 
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t’( dans In s('(‘nii(l 

( 7 /i) « 



- t). 




Si lnaiulcminl on njnuli' los mis an x aiilros los arcs 

I # ^ I ■' l 1 * ‘Vl • I •' tfl x„ t 1 1 S S fll t 

on Irouvera, pmir (les valours pain's do ni, 

( 7 :> ) s 'i('» l OH •t\'>.H(iH j), 


cl pour dos valours impairos (li> m, 

(7<») S '|wll i •i\'iH(,'(li r ) 5 

oo (|u’il olail faoilo do prevoir, 

l,iii'S(|iio I os inloprales onniprisos dans los Inniiulos f>ouonilos <jiio 
iinus avniis olalilics no pciivotil s'nhloiiir on lonnos (inis, il liml, ominno 
nnns I'avnns dpjti di(, roonurir ii dos mnliiodes d'appnixiiiialiim. l/iino 
dos plus simples onnsislo ii dovolnppor 

seer i I y* nil enscrr ^/i !• 

on mm sorio fimvertfenle dnnl oliaquo lonno, mnlliplio parr/.roii paiv/y, 
doviouno immedialemeiil iiilo^rablo. On y parvionl, dans ptiisiours cas, 
on I'aisanl iisapo dr I’uno dos deux I'm'imilos 


(77) enHOI'.T 

(78) C.IISOCT. 




(Iii n I la premiere sulisislo pour dos valours do v' a hilerioim's it I'unili!, 
el, la sceonde pour dos valours do y'* superirures ii I'luiilo. Aiusi, par 
oM'inpIo, ii I’aido do 00s rormiilos, on poiirrn dovolnppor 011 sorio onn- 
voiT'onlo mi arc d'ollipso 011 d’liyperlmlo, poiirvu i|ii’aiioun dos points 
do la onurlio <|iii oorrospondoiil ii j /J 1 no so Irouvo ronl'ormo onlro 
los oxIromUes do eel. are. 

One im (it iiiclliudc it I'aido do la(|uollo 011 poll I liioiloinonl ovaluor mi 
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r ( oo 

arc d’ollipse on d’liyperbnle consislo ii devoloppor 1(' second inenibro 
do la Ibi'miile (21) oil ( 3 o) suivanl los puissances aseondanlos mi 
doseondanlos do lYxeenlrioilc. Supposons d’abord qu’il s’a^isso d’bva- 
lni i r 1111 air d’ollipso. Si, pour v parvrnii’, on eniploie la lbi'inule ('U), 
il i’sl idair (pii’ la valmir ntunbriquo do ,r roslo.ra (oujours i 11 IV*riiMi rt* ii 
la ennslanle a. ('.(‘la pose, on pinirra prendre 

i 70 ) .« a cos 9, 

ol, on dosijpianl par 9,, la valour do a> eorrospondanf a .r on 

(irora do la Ibniiulo (-21) 

/ .<? ( ^ . 

\m - e^cos 4 * © do, 

r. 

Si mainlonaiit on devcloppo suivanl Ins puissances asoondanlos do t lo 
radical 

\/ 1 -s 4 cos J 9- (1 — cos 2 ©) 2 , 


on nblictidra I’oipialiou 


e-cos o 


(«<) 


/ . 1 - - ‘-cos 2 © -- 6 - cob 1 9 — cos 1 '© 

l 0 r '» !\ r •->. . (\ () 


1.3 E n 


1 , 3 . a £ s 
•>. . 'i . (i y 


cos"© - 


donl Ip second inoinliro ormiprond 11 no serio qiii esl (oujours cnuvor- 
j^onlo, puisqu’on a, ]iar livpolhese, e<i; ol. I’on (rouvora, par suile, 

[ £ t r 9 

1 .V a ( o„ - 9 > -1- -- a I COS 4 © do 

(«i) < * ‘ „ 

J j g> ) cj £ (i 

I H " ~i7t n I <;os ' 9 f/(? O « rt / (10sf ’ 9 f,< ? " h • • • 1 

1 *' ''it* * 1 

On a d’aillonrs gbnoraloiuonl. 

COS9 — ~ (c?V -i + 

ol ron on oomdul, on desippianl par n un nornbro onlior quolomnpio, 


cos 4 " © — (c'f' / “ 1 4-c-?\ /: ' 1 ) 2 ", 
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'i23 


(.33) 


mi, (‘c ([iii rovieul mt mdmo, 

„ i I '< n 

cos -"9 -- -,„-[coss 


cos a 09 i- - cos (a// — a) 9 
'> n (i ii — - 1 ) 


. / . ,, r 

C0s('»« — [\)'J — - 

1.3 • ‘M I I.'*,..//) 


puis, on miiliiplianl pur (ly, (*l inlegranL ii partirdo o o, 
I /•? 


COS 2 " 9 f/9 


% 


(31) 




' silt •» « ep -- sina»o u in siiW in — a )o — sin (•> « — a)o ft 
in 1 a n - - a ! 


1 

a ( 1 . (i.a. ,7/ij 


(?-9„) 


II rrsii I (c* do la dorniere Ibrinulo qu’on poul oxprimor (>n tonnes linis 
nliacune dos inldgralos omnprisos dims li> soo.nnd monibro do l , i’ , t[iia- 
f ion (Cm). Done, oollo otj nal ion donnorn pour valour do Pare,? la sonimo 
d’uno. sorio oonvorgonlo do 11 1 il sera laeile do Ciiloulor oblique lormo. 

II os( lion d’olisi'rvt'r ([in*, dans los Ibrmulos prdoddonles, Pnnglo 0, 
determine par Pdqnalion 

,r 

('0*0 zz- — > 

a 


osl prdrisdmonl Panglo emnpris onlro lo domi-axo dos x positives ol lo 
rayon voelour mend de* Porigine an point 011 Pordmineo rorrospondanl 
a I’alisoisso x roneonlro la oirooiildronco. ilu eorrle qui a pour diamdlre 
lo grand axo arido I’ollipso proposin'. 

Si l’on vnu tail, rondro I’aro s equivalent au quart (lit pdriindlro do 
I’ollipso, il landrail supposor Pintegrale qui, dans la formula (ai), re- 
present 0 00 memo arc, priso onlro los limito.s u ('I a do la variable a\ 
auxcjuollos correspondent los limili's - ol o do la variable 0. Alors 
on liroraildo Pcquntinn (dd) 


j" COS 2 " O (lo — j cos 1 " cp do 


2 

i i * a . 3 . , . n 7T 
u 2 " ( 1 , a . . t /* j ( i., a • . . /? ) s 


r * « , 3 . . . a n t: , 

(aT47/.a«)(a.4 . ..a«) 


UM'l.lf. \ I H>\> IM IMIM1IMMM 


on pliH ^im|»li*iiM i ui 

(S H / ' M 


Mil nuiM<| llrint\ lr > tmi i H « i I * \ I* min r p i i 


I Si 1 1 


1 > « / \ > 
I 


1U it 


\ I ♦ ? 


Dillli 1 , s| I’nn ilrs| j»iH* |i;u l 1 lr |i'i}iii*h< l‘» li 5 j* « , 

MMlIt'iiirnl 


{ Kv i 


1 n a in n i run* 


(Htt) .I 1 


I* W / 


\ * 


j 1 1 

’ll I 


’ i 


< l * * ♦* f *’ ! i 


I .iirs< | in* IVII., > i’ i li.tu ut mi iiu!< < 1 1 . • t # .!< 

n, il l(, i*( lri| it. 1 1 uni i Jlft > i|>i|im , . ..null* i 1*1 i. 

I' It 


Ajlltlluil!. 1 1 1 II* Il'H li | l|t'| I'll I | > I Ut 1 1 1 1 1 Kill, inn , ||I<. 

If si'i iitnl iiicinliri' i|e < i<H <* ri|n.i|i m j. >.i j, 

Irnni's ilunl m‘ nnn|iif.r li> i|i-% •- 1 o| ■ j <• m.iii ( it, , 

I’mi ii {.*i*ti *'* rsi 1 1* ii ii* 1 1 1 tfii wiln iJ«* i.i b.nmih 4 ii in. 



Sii|>|iii*niiis iiiiiiiilrnuiil tin’ll .'.tj'i , t * . .J. >,). > m, 

Si. linin' \ |iiir\i'iiir, mi i iiijtl | tl||MII |, , ... l( ,j . , j, 

Vll l''' 11, <»•* '!'• -I 1 H'slm.i (itiiji.ui njiMi.i,,. , j < ,„u 

(’.('la jinsi'*, iin jimn rn jimiilw 


< l i Mt 


i; * ti a 
JM * S **t| , 

* 'lm 
t* Hi 
Uj *|U-~ 


n \ J>m|< 

f I. 

i* *,ul* $ 


i n 



r i, i nt i:ii it vi,. 'ia. r » 

rl, i n ilr •ii'ii.ml |mi ,, l.i drill ili* riiiTrsiHMlilaiil ii .1 11 

1 11 rt'.i dr l.i In) 111 till* 1 '•< « 1 

, .,1 ' “ I \ , • 

f ru'i - 


S| UMi nli ii. ml * 1 1 1 tlr\ rlti|t|n* l.t ti.nflnu 


t iu v k) ii I lr . pm .diM'i iln ,* rml.mli’M tii* ,, mi n lit itMii! r;i IVtpiiilinh 

I' 
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* r | II 1,1 I , I , I 1 

I til, I’tl 1 .' t , |( , I'll 1 ' y , ,, , 

’ t i ( i, \ n *.i|.n m 

,| im | |r id iim niIik- 1 iim|in*inl lltlr ■.iTli* ti'lljtilll >. rnilMTj'I'lill', 

,1 1 triii 1 11 1 pi 'mi .1 , d,i 11 > l*li \ | pi I lii ili*, ' 1 . * *11 1 1 nil \ t'l'H. pa I' j*lll Ii*. 


1 '* 

t II II • 

l ill,* ; 

1 

1 , 

1^ ^ X 

1 u 

' l 1 '. 

j ms 

1 A 

1 

i x ii 

\ i *’ 

1 

J 

1 

1 

\ , t *4 * 

\ , h f* J 

1 llV 1 

,ih 


Hi, d i.-.idr.- -If l.i Iniiimlf < M 1 1 iju'itn |h*I)I I'XprimcT ni Icrnirs lini*. 

, |,,, t |,|||- ,|i Hit., l.llf. • nllljlll.l-t *1.111- If I iMfiulin' ilf I'l'HIIJI • 

(lull 1 -| 1 v, limn 1 1 Ilf ri|tl.i(imi ilmi iiri .t |mlir \ all'll l‘ ill’ 1 III Millllliril 11,11* 
,r, I*. , .him , m ill, limit il . 1.1 l.ifilf ill* < .il< tilfi t-liaqm* Ifniii*. Si I'oii 

|,i 1 ( If, I'm, , M, If .If r.ii*' * .m*r If '••hiiiii'I ill- rii\|M-rlm|i- mmv 

11 , 1 . lilt .1 l .ll* * I r I <1, '*11 'lev 1.1 -Hpp ?- "* , ‘ l 111 

Hiiilf 1 1 1 I 1 if i< dill, . I .iii,|'lriiii nt -I !•< '*IIM .Hit,' ’ 


I 


hit I 


* 1 / i m * j, 

‘ 11 l r v. l 

/ * ' * / npV’J. 1 l ! 

f I f * * 4 , t 1 > I ’ " , ,1 

n 1 A [mu tVti i| tin , th !#*- iMnniilo prm'ilrnlrs, IwwfiU' y. 


M 


»* II 1 v 



\ I'l'i.n: \ti<i in i v 1 1 m i \ i 1 m 1 1 -» i m \ i, 


Hii 

ilclcrminc |iiii’ 


esl iirrci'ti'iiK’iil I ‘jui cull' v If ilmni .ivr >(•• . i |<i> tin,-. ,■( |, 
rayon vortrnr m rtif ilc run;', me u ti |imiti on !*• mi I, <|in .1 j ,< ,u t ,|ia 

metre l it \C reel •></ (If l’ll\ | iitIii»Ii' |( I • » | n < hmm I|.* ji.u IM n- 

ilroite qui emi|ic I'tt \t* ilc, .r 1111 jhhiiI > t < >ti t 1 r.l I'.il, 1 . .<• 

(limitin' If* ;i!>\lH|il(iLi‘s t|i“ 1’||\ |in Iu»l<- ii.i- Mill n ji.u 


il csl cluir (|iic, si I’tm nmniiic /• lu ilmlmicc rmujiii << in nnr ,, \ 
citli’c l’m‘i<i;iiic cl mi [mini i|ui<|cuin|in< t mic ,, t‘.«|i .■ 1 . ,1 . 

mi mini 

, h' t 4 »r /* s 

/ 'I ' 1 \ * * , ' * , 

tt i * 


cl, par snilc, im sii|i|msiti! .r pnsiiil', 


Si, ilc In viilciir |ircccilcnlc ilc /•, mi n liaiii lt,- r.m v, ,|,im mm,' |., 
Iiinnuln {\)\), cu ayaul i>n;ml ii !*ftjiiatii>ii 


mi (miivcra 


t 

I’usy 


UMin V 


» Mil , 
I'll 1 ! 


* M't , 

I 111 


/■ ,v ne 


<117 ) 


I 


, *i 1 a t" 

1 u f 1 -I t'h 

• •'I It I ' 1,1,./ ,•* 

v-Wn-l U ’" V ' /v ‘ * , i . it h . 1 / 


i I sniy 
1 a 


Si maiiilciiiinl mi suppose ? \ IYi|imliim t,, v > |Vhm im.. lit valmu 

ilc r s c.mTcs|nin(|;ini » 



CALCUL INTEGRAL. 


i,-n 


e.Ysl-a-dire, it Ires peu pros, la difference enlrc deux longueurs trf*« 
considerables porters, la premiere sue l’asymptole ii parlirde I’origine, 
la secoiule sur (’hyperbole a parti r du sommet, do maniere quo lours 
ex I Winnies repondent a la memo abseisse. Done, si Ton designe pari) 
la difference dual il s’agil, on aura, sans errour sensible, lorsque ,r 
acquerra one Ires grande valour, on, ee qui revient au memo, lorsque 
les oxlreniiles des deux longueurs seront deux points (res rapproebes 
I'un ile I’a litre, 


(98) I)": 


(flX 


1 -h 


my-^m +h^)' 


On pent encore, dans la determination des ares d’ellipse ou d’hy- 
jierbole, employer d'autres equations quo nous aliens I'aire eonnailre. 
On lire evideminenl d( l s form tiles (no) el (5;)), pour l’line et I’aulre 
eourbe, 




, 2 - 


et par suite 


COS-T 


a 1 

iv'-c? ' 


( 99 ) 


,.2 


I — £“ cos 


ct si n t 

\/i — &* cos 3 t 


, , < 7(1 — e 2 ) cos7//r 

ax -- ± — ' > 

(1 — s 2 cos 2 7 ) 2 


(100) 


(is "Zt S(‘CT doc “ ± 


a(i — e 2 ) dr 


( I — € 2 COS 2 ?) 2 


Cola pose, si Ton adnirl quo, pour dos valours croissanlos do Pinoli- 
naison t, Tare- s oroisso dans Pcllipso o( doeroisso dans Phyporbolo, 
(‘I si Pon dosignn par % Pinclinaison correspondanl h Porigino do 
Parc s, on Irouvora pour Pcllipso 


((01) 


s a ( j 


■>r 


dr 


C Ty (j COS 2 ?)* 


el pour I’hyperbole 
(102) 


•«(' 


•»r- 

*• T„ / r 


dr 


'Tu (1 — - e 2 cos 2 ?) 2 


Les seconds membres des formulcs (101) et(io2)pcuvent etre, aussi 
Lion que ccux des formulcs (Bo) el (91), devcloppcs on series eonver- 
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hM 

}>en(os ordonnoes suivanl lea puissances nscendaiiles on (l(‘s<*oii(!«mtt‘s 
do r«»x.c.(' n I ri»*t lo. Si I’nn dovoloppo hi puHinulier In soenud nienibro do 
la loren ii J{' ( ’ j o i ), rl si I’cm suppose los- in Ingrains prises entre It's 
limiles t o, t ”> on oldieudra turn valour do .v ejpde an (|narl ilu 
porimolro de I’ellipse, ol I 'on rooonuailra (|iie In porimolro enlior I’ 
pen! nine prosonln sous la forme 

( . «,;n P IW/TT ( I e* ) j « i 3 ( « ) - fi » e 3 ) i- 7 (~r ii **)* ■ • • | • 

I! esl I'aoilo dr s’assm'nv quo nolle, dnruinro valour do P no dillnro pas 
do o.ollo i|iie rournil l’oqualion (88). 

Lorsquo, dans la prnuiioro des oqualions (99)1 011 mmol pour a’ sa 
valour (i nos<p lime do la I'ormulo (79), on Irotivo 

C 1 o/| ) 1 - e.os a <p - - ens’r H- € a (ios ! q> (!OS a r ‘ • <>» 


el par stiile, dans In nas oil nis<p osl posilif, 


sin t 


\/i - s 1 <:os 4 r 


(in. r >) nosy 

(loin pose, on aura 

(f(s i nosy (iosr) s ( ost siur \ £*cos‘ j t</t ■ 

Y V\/'' -eVos 3 ^ 


( 1 — e' 1 )fh _ 

i 

(I7 £ 2 C(»S 2 T)' i 


ol I'on on omiolura 

/ »T 1 _ __ __ 

- r - T , e“ (cos 9 cost — cosy 0 nostu) -1- I \/t- e' j cos j t^t. 

-n ,(J - e a nosH)* , ' Jx ° 


Done. I’oqtiaUon (101) pourra (Urn ramenfio ii la forme 

r x „ — 

(m(i) .1 jrte‘ J (cos<p cost cosy* cost#) •+• a f \/i — cok s t (h. 

j 

Cello dnruinro, suppose., noinmn I’nqualion (toi), 1 >t 0 . Alorsloproduil 
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esl evidcnimcnl positif ol repi’dsonle, on verlu do la formulo (80), Fare 
ronferme enlro li>s points do Follipso <jui out your abscisses les deux 
quantiles a cost, rtcosx,,. Done, si Fon (lesignc cot arc par?, on aura 

X == (7S 2 (COS<p COST — coscpo COST#) -I- ?, 

ou, co qui rovionl au memo, 

(107 ) ,S -- s = «£ 2 (COSp COST — COSip,, COST,,). 

Si, pour plus do coinmodile, on appolail % ol £ 0 los abscissos do I’oxlrd- 
milodo Fare q, on aurail simplomonl 


Ainsi Von peul dvaluer en lermes finis la difference qui exisle entre deux 
arcs d‘ ellipse lellcmc.nl ehoisis qua les inclinaisons des tangcnles menees 
par les deux exlremiles de I’tin de res arcs soienl rcsperlimnent e gales 
att,v inclinaisons des deux rayons vecleurs mends du centre de l' ellipse 
aitx points oil la circonference. de ccrcle dee rile snr le grand axe comma 
diarnetre esl coupee par les ordonndes qui ran ferment les exlremiles du 
second arc. 

Lorsqu’on suppose t„ o, on a evident men l ^„= * ol ,r 0 = 0. Alors 
Formation (108) so rod nil a 

(109) s~ ? --e 1 — . 

of. la proposition qu’ollo ro it Forme, coincide avoc 1111 theorem 0 dceouvorl 
par 1111 geo metro ilalien, le comle de Fagnano. Observons d’aillours 
quo, clans Lous les cas, les abscisses x el \ relatives aitx exlremiles dc i s 
arcs s ot ? doivonl verifier la condition 

(no) a 1 -- a- (ad -I- £ ! ) -\- e 2 .r 2 .= o, 

quo Fon deduil immodiatemenl do la formulo (lo/j), on y rent platan I. 

X 'c 

cos<p par - cl cost par 

Nous olablirons, cn flnissanl, uno proposition qui peul olrc utile 
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dans la m'lH'irlu* do III valour iipimiohoo d’nn air do eourlio, ol (jin' 
l*oii poill onmieor (‘minin’ il suit : 

Tin’amiUiK II. Larsffu tut arc de combe nest rencontre nuen tin seal 
point par e/naatn des plana perpend '{cultures a an a, re, dan no, le rapport 
enter ret arc rt a a projection site ra.ee float il a'ap’tl eat tine moye/me 
enter lex sera rites flex t bee exes itwlinttisons dr /dec par rapport d ee 
nd/nr tt.vc. 

Demonstration. - lin olio l , si I’oti |>r<>nd I’axo donno |>our a\o 
dt‘s .i', I’ai'c. .v quo I’nn eousidoro sora <lc»lorinino |>nr IVu|iialiou (7), 
jimirvii (| 11 (’ I'mi itommo a\, X los abscisses dos points extremes, (‘I t 
I’ imdiiinison (*mT(’s|i(imlaiit an point. mobile don! I’abscisso ost ,r. Or,, 
si 1 'nn ii ('’fill’d il In lorniiilr ^i/|) do la viiifi,l-(.n>isiomo Lmion do Calnd 
infinitesimal, mi (irora do I'oqualion (7) 

(111) S (X - - ,/•„) soc.T, 

T desi^nuiil. line, moyoimo outre los diversos valours do I’imdinaismi 
ol il os( Hiiir ijiio la form it I r (11 1) onlraino lo llmori’mio II. 
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DEUXIEME IEQON 

gmnimiiHK i»:s siihpaci-s flunks. 


Cousidorons uno oourbo plane donl I’equation on coordonnoos roc- 
tangulaires so prosonlo sous la forma 

(0 J - /(•»)• 

Soionl(P) o(, (( v )) doux points lixos do colli* oourbe, qui ropnndenl, lo 
prouder a I’abscisso .r l( , lo second a I’abseisse X. Soil, do plus, (/>) lo 
point mobile donl. x ost l’abscisso; ot chorchons I’airc oouipriso outre 
la oourbo, I’axo dos x ol, los doux ordonnoos coiTospondanl aux doux 
abscisses a.’,,, as. (lotto aim sera line fonolinn do x, quo nous designo- 
mns par if, ot qui s’evanouira pour x = x 0 . Do plus, si I ’on suppose 
d»>a , 0( ot si l’on nomnui Ax un aocroissomonl posilif, mais tros petit, 
attribue a la variable. v, raocroissomont oorrospondant do la function u, 
on An, roprdsontora l’element do surface ronformfi outre la oourbo, 
l’axo dos x ot los doux ordoimcos/(a?),/(j? -I- Ax). Cola pose, suit (rj) 
lo point do la oourbo qui respond a l’abscisso #-t- Ax. L’ordo 111160 d’un 
point quoleonquo do Pare pij sera evidommenl do la fomo/(a? + 0 Ax), 
0 designanl un nombro inforieur a I’unile. Par suite, lesordonnccs dos 
deux poinls si Luos sur lo memo arc, I’un a la plus petite distance do 
I’axo dos a?, l’aulro a la plus grande, seront do la forme 

( 2 ) f{x 4- Ot Ax ), /( -1- 0 , Ax), 


0 ( , 0 2 clant dos nombres in fori ours ii l’unile, Or, los valours numeriquos 


M2 APPLICATIONS 1)U CALCUL INFINITESIMAL. 

(lei cos ot'donnees represenlcront evidemmcnt Ics hauteurs ties rec- 
tangles inse.rils el eireonscrils a I'clemenl tie surface A «, Landis quo 
los aires do- ees rectangles seront mesuroes par los valours numhriques 
ties prorluits 

(3) A.c/( j? -+- 0 t Aa 1 ), A.vf(x + Q 1 Ax). 

Done, si I’on omploie la notation 

M(«, a', a", . . .) 


pour designer une moyonno entre plusicurs quantiles a, a', a" ( voir 
V Analyse algebrique, p. 29) ( 1 ), on aura 

(/|) A;* ~± M[ A.-C /(.r 4 - 0, A®), Ax f(x -+- 0 2 A.#)], 

on, ce qni revio.nl au memo, 

( 3 ) 55 =±M[/(® + fl l Aa») > /(* + 0 1 Ajf)l{ 


puis, on faisant converger Anvers la limite zero, on on conclura 

<°) £ ^ =± ^ x)=± y' 

el par consequent 

(7) du — ± y dx. 

Si mainlcmml on inlegro l’equation (7 ) a partir do x = x n , on trouvera 

(8) u~± f y dx, 

J r, 

puis, on designanl par U la valcur dc u correspondant a x — X, 

( 9 ) V> ~ ± f ydx ' 

r o 

La fonction u croissant par hypo these avee I’abscissc x, il laudra evi- 
dcirnnont, dans les seconds membros des formules precede n les, red u ire 
le double signeau signe - 4 -, lorsquc rordonnee y =/(a?) sera positive, 


( 1 ) QEavrcs da Cauchy, S. II, T. III. 
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ot au signc — , dans In cas conlraire. Dans lo premier cas, les equa- 
tions (8) el (9) donneronL 

(10) n ~ I r dx, 

' 1 o 

(11) U — ( y dx. 

* l o 

Appliquons mainlenanl la formula (10) a quolquos oxcmplcs. 

K-remplc /. — Si la courbe proposed coincide avoc la circonlbronoe 
ill 1 ccrclc doe rite dll rayon R, el reprosenlee par Pequalion 

{12) ^+y 2 “R ! , 

on Irouvera, pour la valour positive do/, 

(t3 ) y — - \/H* — x\ 

el, par suite, la Idnmile (10) donnera 




/• v . _____ 

11 — I (/R* — ‘ v> d x ' 


Pour determiner la valour do I’integralo qui precede, on posera 

R 2 


\l 1 t 2 - - x l l IV 0 II ,r 3 : 


I -I- 1 1 


el I’oti on conclura 

j ip'll 2 —~x l d.c 1 lx ilx~'-la?— - j x* dl— ^Ix*— ~]\* j — 


1 ... I' dl__ 

■hi- 


- I ir- R 2 arc lanKi -h const. 

'I 


, , 1/ 1(2 __ 

~ V \JiV~ x l R* arc Uing- H const, 

a v a x 

Si mainlonanl on pose, pour plus do simplicite, — o, on tirera do 
la for mule (i/j), on allribuanl ii la variable x tine valour positive, 


(i3) 


j « =• ~ x \/R 2 "- *» + R 3 (J - arc lang^~^J 


: i x v/U r — x* ■+- - R 2 arc tanf 


x 
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fiU'i APPLICATIONS 1)U CALCUL INFINITESIMAL, 
oil, (‘o <]iii reviout an memo, 

( i *> ) a - -i- - IV- are Lanp:-- 

II esl facile ill* vorilior (liroeleineut Fcqualion (i(i). En ollol, dans le 
oerrle represent!! par I’ equation (r«), Fangio eompris (‘litre l(‘ rayon 
dirigodsms le sens des y positives c( le rayon mono dn centre an point 
(.t\ y) a pour inesure. Pexprossion are Ding Done 1’are de eerele el 
le seeteur eirenluire qui correspondent a ee memo angle soul, t'< < | n i - 
valents aux proclnils 


It a re lung 


x' 


1 JC T f 

- R . It arc tang — = - It 2 arc tang -- • 
a y a y 


Or, si h Fain*. du seeteur on ajoule cello tlu triangle rectangle eonslruil 
avee t’aliseisse rv el Fordo n n ec y, c’est-a-diro le produil ^.rr, il i’sl 
(dair qu’on oliliendra pour somme la surface u comprise enlre Fare de 
eerele, I’axo des ,r, I’axo des /r et Fordomiee y. 

Si, dans l:i forumle (i(J), on suppose ac — H, il fattdra suppdser en 
meine lenips y — o, el la valour de u, reduile a 

07 ) 

ropresenlora la surface du quart tie eerele. Done la surface du eerele 
enlier aura pour mesure le produil 

( 1 8 ) 7tll a , 


ainsi qu’on le demonlre en geometric. 

lievempk II. — (lonsiderons l’ellipsc construile avec los axes act, xb, 
el represenleo par Fcqualion 


On Irouvcra, pour la valour positive do r. 
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Piir suite, l;i lormulo ( 10 ) devicmlra 



'i3o 


Or, (‘it romparanl eelfe tl<»rn iorr ii I’equalion (i.l). on rocomiait inmus- 
dialcmcnt. quo I’airo comprise outre I’ollipso proposer, 1’axo cl os x rl 
(1 i’ii ordonnees correspondent an x abscisses .r„. .r, osl lo produil du 
rapport ~ par I’airo <|u’on obtiendrail oil substituent ii i’oltipso mio 
eiiTonloronco deerite sur I’axe 'ia eonime diamolro. Si I’on pose, pour 
plus do simplieitb, x 9 — a, el l’abscisso ,v positive, I’aire comprise 
(Mitre I*axo des .v el la oireonlureneo don I il s’agil sera, en vertu tie la 
fonmile (_io), 

I ' ! „ , .V 

(?•>,) - r V' a- — ,/■- -i- - a- arc tana; - . . • 

K ‘ •? 

On aura done. 

( i -t ) '.c- -i- - ab arc tang < 

s a v •>. y/a 1 --# 1 


ou, ee qui revienl an memo, 

/'</,! ti -- *- aO arc tail}?™ ■ 

' 1 ’ <x ' ' ■>. ay 


Si, do la surface it, on re tranche la surface du triangle rectangle, eoiistruil 
sur I’aliscisse. :v ('(. rordonneo y, e.’esl-a-dire le produil le resle, 
savoir, 


K>) 


i , , b,c 

-ab arc ante - on 
n r a y 


■■ ab arc tans -■ 


reprose n torn evidomnionl le sect, our ollipliquo compris outre le rayon 
dirige dans le sens des y positives el. le rayon mono du centre an point 
( x , y), AjouLons (|tie la surface du quart do I’elljpso sera la valour tie u 
ou do I’exprossion correspondanl ii x -=a,y = o. Done cello 

surface aura pour produil 

n i 

-.-ab, 
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<‘l cello ilt' Pollipse entiero sera 


K,vriii/ilr III. (unisiderons Pliyporholo roprosonleo par Pune des 

cijiialinns 

,»’ 5 r J 
r J ,r- 

<" s > ft. 

^ cl // rhni ( deux (|ii tin ( i I os positives. On Irouve.ra, pour la valour 
positive do .1', 

(‘Ml) J’ - 

Par suile, la iorinulu ( u>) donnora 


j \ 'i 


Pour determiner la valour do Pinld^rale ipii precede, on fora 


\/,r s -| o'* lx, x'--.. J: - ° ^ 


el I’un oil conolura 


j (I 5 tlx ' ~ j 1X1 tlx . ^ lX- — ” j X 


' i tlt - ’ lx*, j * ft ' 1 I - — 
•a 'a J i P 


1 at s/x'-.i: u' 1 •■‘tt , /( - 1 ' ~ t " " 'j coiihl. 

Si Pon nonsulere on parliculior Phyperliole (117), donl I’axe reel es! '>.a, 
el si I’oii pose rt? tt 1 - on atlrilnianl aaJiiiio valour positive, on lirera 
do Pequation ( 3 o) 

,,, 1 b 1 - , ; i , , (x H- Jos*— rt 3 \ 

(01) « .0 x vx 1 — a 8 — T ab l { - » 

» « 4 Vc-v/‘ B *- «V 
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'i37 


Cia) 



Tollo esl la valour do I’airo comprise ontro l’axo des abscisses, 1’ordon- 
1160 / el I’arc d’hyperbole donl, los deux exlromiles coincident, d’uno 
part, avoc lo sommol. do. la courbo, corrospondant a x — a, do l’autro, 
avoc lo point (a?, /). Si Ton ro tranche cello, airo do la surface du triangle 
rectangle conslmilavoc los eoordouneos x, y, lc rosle, savoir, 



representors lo soclour Uyperboliquo oompris ontro lo rayon clirigc dans 
lo. sons dos x positives o.l lo rayon mono du centre an point (x, j). 
Dans lo oas oil ee dernier point s’eloigne a uno distance infinio do 
I’origine dos eoordouneos, l’oxpression (33) on la surface du soclour 
devionl elle-menie inllnie. Ajoutons quo, si Ton dcsiguo par £, vj los 
eoordonneos do rasymplole qui s’approche indelinimonlde I’hyporbolo 
prolongec du cote des ,v el / positives, on aura 


Done, on su]>posanl *q ■=/, on trouvora 

y _ 

b a 

el l’on r 6 d u ira I’oxpression (33) on la surface du soclour hyperbolize 
a hi forme 



Done celte surface csl equivalcntc, au signe pres y a la moilie du prodiul 
des demi-axes a el h par le logarithme hyperbolujue du rapport <ju on 


VPNJi; \Tln\s Ml t VLU I, IMIM I I's I M 


-i:is 

tthfivnf i'/i roinptUiMt u A/ tamth a tit l ,m< ntl A/ htnyjitut r 
co / np ( t : t \ Mtr tttir pundit A »/ <1/ //n ( < ///n A/ ♦ **////<< </ \u/i mi w/t/uA 
Si Toil roll Mi lil ill I tliir ll \ prl hulr ripiiln Iri r ir jin* n*nlrr put I Yiplal inn 

(Jh) * ) II , 

III Mirllire ilil M'rlriii 1 1 \ j mi Imlnpir. mi IV \ pn’.MnU t > 1 *, *»r rriltnijii ,1 


Si hi mrnir Ii\ prilmlr rluil uppuihv mm pill ;i a\n, a 

asYniploIra, ram ri| Mill inn ilrvirnih .nl 

( M It nil 1 ^ ; 

' » f 

cl I'tin liriTiiil ilc rn|iialiun inn 
1 l«il n ' 1 1 / ,/ ' 1 li /( ' |. 

> , ' I * ' * 


I'uVilUjitv HI, Si I tm numiilrir In pntnlmlr ir|i|TM*itfrr par 
rrijiiiilinu 

('t"i 1 

la valmr poMti\r ilr y sn a 

1 -1 1 ) 1 i*^*i * > 

rl I'on iirrra ilr I’npialinu 1 tm, rn Mi|j|m*».inl, [Him* aluv^rr, » „ u, 


1 vn 



on, tv <pii rrvirol an inrinr. 
(Vi) 



Ailisi, l uuv vnmpnsr rn/rr I'tU'v dr lu fittndudr, uu tur dr rrKr vourht 
(ftu u l( l sanuurt finttr onpuu\ vl unr ruui dn/iftrr ftrtjH'fu/irtduitr u ltun\ 
<*.v/ tiffnlv tuuv dau* ttrrs dr lu siufurr du nrlun^lr nfatuscnl, On prnl 
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(>]i eoncluro. innmidiatcmont quo l' (tire comprise entre, (’are de/a para- 
bo/c, la tan genic me ne'e par lc sommet, el unc droile parallele it l' axe, a 
pour mesttre lc tiers de la surface da reclang/e don! ils’agit. 

Example IV. - Si Ton oonsidero la pourin' representor par requalion 

( 44 ) J-- A.r". 


A cl a plant deux eonslanlos roollos, on lircra do la fbruude (to), on 
supposanl, pour ahregor, ,'V„ — o, 


(43) 


it — A / •v" tlx =z - x' 1 -' 

Jn a •+• I 


oli, o.c qui roviont an memo, 


( 40 ) 


it — 


a -i- i 


Si l’oii suppose la o.onslante a positive, I ’equal ion { ,\ !\ ) ropresenlera 
uno parabola du degre a , dans latjiudlo lc soimnot on lc point d’in- 
floxion ooinoidcra prddsement aver l’origino ot la tangonlo monoo par 
lc sommet avoe l’axo dcs x, ou avee I’axo dosj, suivant quo. 1’on aura 
i ou a <f r. Cola pose, on deduira do la forinulo (Y|(>) los deux 
propositions suivantes : 

Dans to tile, parabola dont le degre sttrpasse l 1 unite, la surface comprise 
entre an arc cample it parlir du sommet ou da point d’ inflexion, la 
tangenlc rnende par ce point, el une droile pcrpendiculaire it ce.lle tan- 
genie, est it la surface, du reclan gle. circonscril comma. l J unite ait nomine 
i h- a, 

Dans loule parabola dont le degre a resle infdrieur it V unite, la sur- 
face comprise entre an arc cornpld it parlir du sommet on du point d' in- 
flexion, la lan genie rnende par ce sommet, el une. droile pcrpendiculaire 
it cede lan genie,' est it la surface du rectangle circonscril comma le 
nornbre a au nornbre a i . 

Si l’on supposait a — 2 , la courbe deviondrait une parabola du 
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A'iO 

see.oiul degro, (’L lu foriniile (46), vcduite a 

{ 47) «— 3‘C0'» 

exprimerail la proposition enoncco a la fin do L’exemplc III. 

Si l’nii supposed a — i, la courbe (Vi) se changcrail on une droile. 
passant par l’origine, el la formulc (dG), retluilo ii 

imliquorail quo Pairo du triangle constru.it avec l’abscissc j? cl l’or- 
doiuice. )' esl lii moilie do. Pairo du rectangle qui a la memo base el la 
memo hauteur. 

Kxumple F. -- Si l’on consiilcrc la logarithmique re presen tee par 
I’eif nation 

CiN) y — aL v, 

dans laq nolle a designo line consUmto positive, on livera do la for- 
tmile(io), on supposanl #„= i ola?>i, 

( 4p ) » <i I f j: dx. 

D’uilleurs on tnmvora, cn integrant par parties, 

j lx dx — x lx — j c!x ~ x l x — x + const. 

Oil aura done 

* 

(.“Jo) « = a{xLv — jo i ) . 

Telle est la surface comprise entre un are do logarithmique comp to 
si parl.ir du point ou eette courbc coupe l’axc dcs abscisses, cc mcme 
axe, et Porilonueo covresponclanl a l’abscissc x. Si le point (x,y) 
s’oloigno ii line distance, infinio dc l’origine, la surface dont il s’agit 
devie.iidra elle-incmo infinio. 

‘ Si l’on voulait determiner I’airc comprise entre le demi-axe dcs y 
negatives, la partio do la logarithmique qui a cc demi-axe pour asymp- 
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Into el 1 ’axo dos x, il landrail rocourir h l’oquation (9), reduiro, dans 
colic equal ion, lo double signe qui abode lc second membro au signe — , 
cl poser on outre = 0, X =1, Kn operant uinsi, el observant quo 
lo produil xlx s’evanouil avoe la variable x, confornicnienl a Ja re- 
marquo failo dans la seplinne Leeon de Calcul injinilesimal, on trouvera, 
pour valour do l’airc demandde, 

( 5 1 ) U —— a I lx(lx = a. 

(lotto airo u’ostdone pas inlinio, oomnie la surface rot) for mee onlre une 
hyperbole et son asymptote; tnais olio esl equivatcnlc au n ombre «, 
c’esl-a-dire quo ee nombro roptesonlo la liuiitc vers laquclie converge 
sans cesse, l’aire comprise enl.re J’axc dos a?, la logarilhmiqur prolongoo 
du cold des y negalives, et une ordonndede la memo courbe, tandis 
(put cello ordonnee s’approche indcliniinont do l’axc des/. 

Si I’dqualion de la logarilhmique clait presentee sous la forme 


(r, 9 ) 


y — e", 


on lirerait de la fonnule (10) 


( 53 ) 


/l.V .V / 1 

- / e a dx — a\& 1 — e u ). 


En prenant, dans l’dqualion preeedente, pour limit.es de I’integration, 
a7 # = — 00, x n = o , on red 11 i rail la fonclion u a l’aire U determiner 
par la formulo (/>i). 

Example, VI. — Si, on supposant la conslanlo a positive, on consi- 
dcre la chafnetto representee par l’equalion 


( 54 ) 


y- 


a 


r v 

c"4-e “ 


a ’ 


cl si Ton fait, pour abrdgor, #<,= 0, on tirera de la lorinule (io) 


( 55 ) 



X * 
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MM'I.IC VTIONS l»l' CM. (II. I Ml M II.SI M W.. 

'IVIIi! nsl In hilHnn’ riu n 1 11 -j^i* t* n I ( «* l.iM'di |; ( rlininnllr i<| 

li>s ileus. ir, r ( , m , n"<|Miinl;ml ,m\ «l<n\ ( > ( >t ,»>. 

D'liillcncs. si I ‘cm iliVi;(in' |wt' I’:h «■ uln- t c-, \ unlitmuVs, 

mi mini ( mir In prc in ii'* l.nrnii i 

(.Hi) v n‘ ‘ • 

I'sir rintHtM| nmil , la Inrimili' ( > • ) <l« m i n*i .i 

) U iM, 

l)niH* Vttirv nimpn'w with' lure #A \ t/AmAw (tin* \ rturtpiv sur tu cftui- 
nvUt* it ftttriit * tin point tv plus !m \ , t( try </< it r m t/onnrt s rrf/iutts ttr 
rri uti\ t'st rtfitnttfrnh* <t filin' (hi m7iw/;A tjui tuuuii pnur fni\ct'tiir v, 
rt ptwr Juuitcur I'onlutmit' itn point A plus A*o. 

Dims plusicurs ms, mi larilitn IVvalualimt *Wu ,mr, // ri [ m num 
plucsuil, dans \vw furiniilrs { M ), t p t, \ m t M u i ». In \arinbSr ,v par mm 
iuitrn variable, t!min>vnii:<, (Hinr li\iu Irs tilers, tpir Iniir // -.nil nnih 
prist* ml rr Pav* iltMi.r H In 4 a \i*li>iili« ilrmli* par mi mrlr ilmtl It* ra\im 
rsl l{, c{ iTprrsmfiT par Irs rt pi u t i mi s 

(*jN)’ J ' H(m mu m j, i Hi 1 I i« i r «< | 

c | Un umis uvnns olihMi urs ilatis la ^mimlr Lenin ilit t'niiH* I. Uu aura 

it» | 

v\ Vow lin i ra iIp IVupialiun ( n 1 , 1*11 tlr^ipuanl par t» fl la \aleur dr m 
iMiri'i'hptmdaiiL a m m l|t 

,« ,ik 

('^,0 n j t \ t(*\\ It 1 | ^ i t't\ * <mi p tf'n, 

1 it ) , »i». 

Si I tui VIM 1 1 tpir lain* // ciuimiriin' it I^nripim* ties numloniuVs, il 
Isutdrsi poser 01,1 n, iM hi lurmulr < hj) tlunnrra 

(<i<0 UM (i I vf (t 


i » uiiVm ) i/m- 
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On a d’ailltMirs 


COSV.) — 


I -+• cosifj) 


On Irouvera, par suite, 

l \ 

" — 9 COSU -C0S2MJ r/( 0 , 

ou, ce qui roviiMi 1 au memo, 

(62) « = II 8 m — a siiiM -h ~ sin 


H 3 


Coniine, dans los equations precodontes, to ropresenlo 1 ’angle quo docril 
m lournanl lei rayon <lu corclo gencraleur do la cyclonic, il ost clair 
qu’il sul’fira do poser to = r iz pour deduirc de la formnlo (62) l’airo 
eouiprise on Ire I’axo des tv ol la prom i era branche do cyclonic. Done, 
si Ton ddsigne. par U eolLe aire, on aura 

{ 63 ) IJ = 3 «R*. 


On pen I done af'firinor quo I’airc comprise enlre la base d' tin cyclokle cl 
rune des branches de celle courbe cst equivalent au triple de la surface 
du ce.rcle gmeraleur. 

Coneevons a present quo u designo l’aire comprise, d’uno pari, on Ire 
deux eourlios planes representors par los equations 

(04) y~ f(-r), 

(05) y = L(.o), 


ot, d’aulre pari, enlre los ordnances correspondent aux abscisses ^r 0 , x. 
Si l’on a Ur il) ue a l’abscisse x un accroisscmenl Ires petit Aa?, l’airc u 
rocevra un acoroissemenl analogue reprosonlo par A u. Lola pose, 
soienl (/;), (//) les deux points de la courbe (64), el (r), ( s ) les deux 
points do la courbe ( 65 ) qui repondont aux abscisses a?, At. 
Admellons d’ailleurs quo, pour cos inclines abscisses ot pour toulos los 
abscisses inlermediaires, la difference 


( 66 ) F(*)-r(«) 

rcsle positive. Kalin designons pur 0 ct 0 deux nombres variables, niais 



Vi'i \ I* I* i, ir. \ r 1 1 1 \ > 5* n * \ i * ' i* i \ h m 1 1 ^ ' \i ' * 


iii'liili'inie 

nirnl ^iir Ir 

* nr.". /"/, 

M, jin 

ilium) rh 

(le;) 


1 . i "A 

^ 1 

i / n A * > 

e( si 1 * 1,11 

it mu nit* w r 

■me ill! 1 

t'Uiupl 

h* rniu(in^ 

|i:ir>, lleles 

innirr* par 

res tit* 11 \ 

pm ut - 

*i W\\v il** 

li’* Hnlujinn 1 ^ rnriV'^i 

Mini. iltl all \ ••]< ''■* 

1 *Ml k » A\ t 


.1 

A 1 1 li > 

1 1 A * 1 

i f t j 'i 

Hi'. I'si ire 

a ilu veelan 

j*le se|.|i* 

mijum 


Ml 


A. . |. 


Mirhire /n/is, si li> (**•!■ I »"'l < nvnu *erii :i <’«•* * • 
il-iliiv si |(>s vuleiii s Us'-i'tiii'i's mis iioiiilnrs <1 rl <•> l<mi nis-.i<nf hi |'l»i > 

Knimlc vnliMir jmssiMf tie rurilniiiii'e l\ i i WA« ». ‘*1 l.i pin > |ielilf 
viiIimii 1 |nissilile i|c I’nitliiiiiiee l‘» » t *<A» ’)* All ■•mihaiii*, l.me >* '*■' 
viemlni niileimiieiit iiilWiemv .i Am, *«i !•' lerlanple ''si m » it n l.i 

su linn*, I*'i*si iiHliie *>i If" ijdiee** :iu\ ii"inl,res H ■'( f l I*""' 

nisseill hi pills prill*' Villen i’ I '!•' r«ml.t»i"T I • ' ' H * Vr "‘ l ll1 

plus pi'iunli* viileiii' |Mi*<si|ili' tie | ni ilninii'e li * * OAj i. 1 J * < i i * • jn inl.icil 

i|CH' I’mi ||. ri | viiiier >1 el M eitlie I'"* el i, hi itillemn r 


«Kl» 


seni (;iii|i')| jhiMliu*, lanlnl nepalm*. II e-t ni*>e <IV»i enm luir ipte, «i 
l(.i’) el l*\,r) iviiiesenleiit ill's I'nnt-lnnis etuitimies ilr >. "i« ji'Mlll.i 
Hmisii’ les nuinln'es <) el H tie ituiiuere i' \enliei' I ei|H.ilimi 

<■;<») An All I'll • HA - I 1 1 *' ' ’'A* >1* 

K| l elli'l, si li, ilillemiei' Mi ;) l ..Mienl uu«* nepnfivr thins le 'M*» 

■Ml lun a t} 0 l( , H (*l„ . el line \alenr |inMfi\o thins If* < .»“ "ii I’"" 
•'< () 0 ,, (*) (•),, pilin' I'.itiT passer relle illlleiein e tie hi |iirmie,v 
VufvMir it ia stM-untle, il Mifllin ile [inter 

<70 U fl, j ^ 

puis ile luii-e vurier t enlri- les limiles / ", / <• l>»* , “' 1 ,,a "' 

((},)), He I lull van I ulnr* liuiisliiHnee eii une I'oHeUmi emi 
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liimo do /, no pourra passer du posilif an negalif sans dcvcnir nullo 
dans 1 inlorvallc, pour uno valour do i qui sera comprise ontro los 
] i miles o, i, ol a luquollo coiTospondra uno valour do chacun dos 
nombres 0, 0. comprise cnlro los memos limilcs. 

J /equal ion (70) elanl veriiiee, on on tirora, cn divisaul los doux 
mombros par Ax, 

( 7 3 ) — [P(a? H- 0 A.r) ~ f(o? -+- 0 kx)]. 

Si, dans colic derniore formule, on fail converger Aa? vers la limite zero, 
on Irouvera 

( 73 ) g=F(*)-f(*), 
ou, cc qui rovienl au memo, 

( 7 4) da =. [P(.r) - r(.r)] dx. 

Liquation (7/1) suppose quo, dans lovoisinago de l’abseisso®, Iadiffc- 
rcnce F(.*) — f(a?) esl posilivc. Si colic condition n’olait pasrcinplic, 
l’cqualion (7/1) devrail elre remplaceo par la suivanlo : 

(7 r >) dw = [r(x) — F(»)|rf.p. 


On aura done goneralemonl 

( 76) da r= ± [V{x) - f(»)] dx, 

le double signe dovant elre reduil au signe + ou au signe — , suivanl 
quo la difference F(aj) — f(») sera positive ou negative. Si, pour 
abrogcr, on dosigno par 

(77) /(*) = ±[F(a)-f<»)] 

la valour numerique dc la difference (66), la lormule (76)’dcvicndra 
{78) du~f(cc)dx t 


ot l’on on con dura » cn integrant a partir, do sc = cc 0 , 


( 79 ) 
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Enfin, si 1’on nomine U l'airo comprise, d’une part, cnlro les 
courbes (64) el. (65), d’aulre part, outre Ies orclonnoes correspondanl 
aux abscisses x 0 , X, U sera evidemment la valour do u correspondanl 
ii jc = X, ot l’nn aura on consequence 



Los equations (79) et (80) sont enliorcment seniblablcs aux for- 
mulas (10) et (r 1). Seulement, dans cos equations, /(a?) no rep resen to 
plus l’ordonnee d’une scale courbo, mais la longueur do la section 
lineairo faite, dans la surface U ou u, par un plan porpcndiculairo a l’axe 
des x e.L correspondanl a l’abscissc x. Cette, longueur est ce qu’on 
pourrait appeler 1 ’ orclonnee do la surface u ou U. Kilo est loujours equi- 
valence ii la valour numerique do la difference outre les ordnances des 
deux couches qui limilent cetto memo surface. 

Si les courlies ((34) ot(65) so coupenten deux points diflbrcnls, et si 
1’on suppose quo, dans la formulo (80), a? 0 , X rcpresonlent les abscisses 
do cos memos points, l’airo designee par U sera cello qui so trouve 
ronfonnee outre les deux courbes. II on serail encore do in time si les 
deux courbes so louchniont aux points qui out pour abscisses x 0 
ol X. Enfin il pourrait arrivor que 

y = f(^’), y~P(x) 

/ 

fussent deux valours do y tiroes d’uno sonic equation 

(so H*>y) = 0 

propre a representor unc courbo fermec do toutes parts. Alors, pour 
deduire de la formule (80) la surface limitcc par cetto courbo, il sulfi- 
rail de romplacer x 0 et X par la plus petite et la plus grande des 
abscisses qui correspondent aux dificrcnts points de la courbo, ou, ce 
qui revient au memo, par les abscisses des deux points do l’axo des a? 
qui compronnent entre eux la projection do la courbo sur cctaxe. Le 
plus ordinairoincnt cos abscisses appartiondront aux points do la courbo 
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oil la langeulo deviont parallido, a I’axe ties j. Ndamnoins, lo cantrairo 
pourrail avoir lieu, si la enurin’ represcnlee par Toqualioii (81) ofirail 
dt's points saillanls ou ties points do robi’missoinenl. 

Pour moiitm* lino applioalion dos prineipos quo nous venous d’ota- 
I) I i r, supposons quo I’on doniando Cairo comprise dans la eourbo fermeo 
ii laqucllo apportion! Coqualion 

(89.) 1, 

m elan L tin nombre on tier queleonque. Cello equation, resoluo par 
rapport it Cordon non t'ournira deux valours do coLle ordonneo, savnir 

1 1 

(83) y — — ( r — .r 2 "') 2 "', y = (1 — .r-'") 2 '"; 

ot la di fibre n co. on Ire cos do.ux valours sora 


(84) /(,r ) = :> (1 — .r 3 '") 2 "'. 

Do plus, eommo. on lirora do I’cquation (82) 



il ost olair quo la lan^onlo ii la courbe deviondra parallele ii I’nxcdcsy, 
qitand ou aura y = o, ol, par consequent a) = — 1 ou x = + i. II osl 
d’ailloiirs facile do s’assuro.r quo les doux valours proeedenlos do 
l’abscisso m soul la j>lns potltn ot la plus grande do tonics cellos qm 
oorrospondont aux dillbronls points do la oourbo (82), Cola pose, on 
trou vora pour Cairo doniandbo 


(80) 


U - j /(•«) il* 2 f ( « — •«* 


myitu 


t.a valour prbobdenle. do U pout encore etre presentee. sous la fonne 


(87) 



_i_ 

x-"')' 1 "' tlx. 


Si I’on suppose, on parliculie.r m— r, la courlio (82) so trouvera rc- 
duito ii un corclo donl lo rayon sora I’unitc, ot I’on aura, comnie on 
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* 
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Si Pom supposail ii la Ibis m — i ot /? = i, liquation (88) so reduirail a 

2. 2 

(O'i) ' l, 

(>l Poii (in* rail do la fbrimilo (<)?.) 




II <*s(. ouooro ossonliol d’obsorvor quo la Ibnnulo (8o) subsisto dans 
In ras inbino oil oliuomio dos limdions (‘(a?), P(o?) changoraiUlo fornii* 
avoo. Pahseisse .r, do maiiibro a roprbsonlor suouossivoniont, non pas 
Pordoimbo d’u no soldo iioui lio, mais Ios ordonnbos do plusiours eourbes 
on inbino do (diisiours droilos Iracbos ii In suilo los linos dos aulros 
dans lo plan d(>s .o, v. Ponoovous, pour Uxor los idbos, quo, la fono- 
I ion K(,r) blaul. Pordoimbo do la jiaraliolo roprbsonlbo par Pbqnalion 

(!i«) .V - 

la limolion f(,r) so oimlimdo, pour dos valours negatives do ,r, avoo 
Pordoimbo do la droilo 

3 

( 07 ) y 


o( , pour dos valours posilivosdo tv, avoo Pordoimbo do la droilo 


(o») 



Aloos, oil aura, pour x < o, 

(00) /CO 


3 

it 


X, 


ol, pour .r > o, 
(mo) 


/(•'■) " '“ A ' a 



Do cos do\i v valours doy^cu) la prounoro s ovnnouilpour x — -> ol 

la Honomln pour x * !}• Cola postV, si Von voul dotorminor Cairo com- 
pviso, du oolu i\o$y posilivosi onlro la parubolo (c)6) ol los droilos ( 97 ) * 

OKuvrcs dr t\ S, 1l| l. V. ^ 



'i.’iO V P I 1 1, H , VI I O \ s l»l i \ I t \ ! IM IMIJ 
ll *»ll II K i •« ilr junnlii'p il t n h i- , m , 


(Mli'i il’ihMM r;'.»nl .n<\ rt|iiiih>' 

mahim* mi I r« m i \ i* ) 


' ^ • < H> 


/ O I 


H , )i;ir i f niiM l ‘i|iirut 


1 1 Hi 


*m* i* ti 1 h 


On <ln|ii!i;ul ,hiy I, l,i. ihl- . .1. ! > )m ini ( !. , , ) 

i|;ui i . nil |inl\ 'idiir i mm \f ijm mi .m |...ui . . , j, j?, ,, i, 

nil llll'llli' ill'.. ,n r , i|r i > him In 

i)in l,i ini.,..- I , . ,!, ,,j„ „ ,, 

(rlli'liirn! t f i. |n !*.<■« • ijin l.i ■ 1 1 limi Ini' ,sii > i ,.J. >* ,. . j>, 

ini |ilun |ii<i'|ii'iiiiji nl.iii r .i l.nm < U < . \ , ,,<4 , j , j , j. , , , 

M- I I'll It'.l'iUlln- i'll (HI . \ li'tiir .ll .„ 4 f , „ |lJf 

I ,i "' ./•»* ». /.* I, , . |„ 

’li’Uv iliitim 1*. i, l.i M'l'mitli. ..mi, ,(< n , ..id ..I f Si r„u 

mliiii'l tniijiiiir . in I,,. , ■ -il In,, , ,| l , 4., , • , 

liu". «•( f l*i It- -.fit. ilf, 1 |«i iln, , |.,»i !< h.Ihki,.. >jut 

M'u ;ili ..•n.'.f.. i-l „„ , (l)l . , 


1 / 


1 1 - f ■ . 


|mnivn ijiif I'hii jin 


J 1 i J} { ' j t \ $ 


(.«i inrun* HMn;ih|in‘ *i ap|ilit|ht 4 an t-a-, i,m la » 


111 l,i\ r l \\<l .nil Jr )r»tji]lt$ i l 


I 



OALCUL INTEGRAL. 


i 


451 

dans xino courho former qui sc repPicrait sur cllc-mcmc, dc manitro 
a olrc roncoiUrcc on plus dc doux points par les ovd ounces corrcspon- 
danl a cerlaines abscisses. Aloes Pcqualion do la courbc, resolue par 
rapport a Pordonnoo y, fonrnirait, pour cliaquc valcur dc x, un nombre 
pair dos valcurs reelles do rette orclonnoc; et, apres avoir range cos 
valours rcollcs par ordro do grandeur, il sullirail dc rctranclior succcs- 
sivomonlla premiere do la douxiomo, la troisiemo dc la quatrieme, etc., 
pour oblenir les quantiles ei-dcssus designees par/, (a?), f 2 (x), .... 
e’est-a-dire les quantiles donl la soniniu serait preciscmcnl la section 
linoairo f(x). 

Apres avoir oxpliquo comment on pnrvionl, dans tons les cas, a 
6valuer la section linoairo failo dans one surface quolconque par un 
plan perpcndiculaire a Paxedesa?, nous aliens elablir quelquos propo- 
sitions qui sent d’une grande ulilit.6 dans la quadrature dos surfaces 
planes. 

Turoin'; mi; I. — Si les sections lindaircs f elites, duns elcux surfaces 
planes, par an sys/eme ele plans paraUcles les tins mix attires, sonl enlre 
elles dans an rapport, constant, les deux surfaces seronl enlre dies darts le 
mdme rapport . 

Demonstration, — Snpposons les diflV'renls points do ebaque surface 
rapporles ii deux axes reetangulaires despot/, qui soient compris dans 
le plan dc ectte memo surface, el donl le second soil do plus ronformc 
dans Pun dos plans paralKiles quo Pon eonsidore. Si Pen nommo/(#) 
et | , (aj) les sections lineaires faites dans les deux surfaces par Pun de 
cos plans, savoir, par celui qui correspond h Pabscisso x, on aura, par 
hypolhoso, 

(iof|) |'(®) ” 

a designanl un rapport constant. Soiont d’aillcurs x t ct X les limites 
enlre lesqucllcs x doit rosier comprise, pour quo le plan oorrcspondanl 
a ccttc abscissa et perpend iculairo si Paxe des x rencontre les deux 
surfaces. Bn vertu de la formulo (80), la premiere surface sera evklcm- 
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mail mesurec par Pintogralc 



land is quo la sccondc surface sera mesurec par Piiilegrale 



civ. 


Or, on tirora tie Pequation (io/|) 

(io5) I j ’(x)dx^ a 

el il cst elair quo colic dernicro formulo coinprend lc llieoremo dnonce. 

Corollaire /. — Supposons que l’on trace, clans le plan cles ,x\ y, deux 
enurbes fernices dont la premiere soil represented par Pequation 

(io0) S(x. y) — o, 

el la sccondc par uno autre equation do la forme 



(107) 



= 0. 


idcsignanl unc quanlite conslantc. II est elair quo, pour eUaquc valour 
do 1'abscissc x, on lirera dcs Equations des deux courbes des yaleurs 
corrcspondantes dej' qui seront on Ire dies clans Ie rapport do 1 ii b. 
Par suite, les limitcs x 0 , X, entre lesquellos Pabscisse x devra rosier 
comprise, pour cjue Pordonnce y conserve dcs valours recllos, novarie- 
ront pas, quantl on subslilucra la sccondc surface ii la premiere. l)e 
plus, si 1’on designe par 

( ,o8 ) Jo, y„ y t , y 3 , ... 


les diverses valours reelles do / quo fournil Pequation ( 1 oG) pour unc 
abscisse don nee, colics que fournira, pour la memo abscisse, Pequa- 
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lion (107) sprout ovidommonl 

0™)) by lt by,, by t 

Si d’aillours on suppose los quantiles (108) rangers par ordrr do gran- 
deur, los longueurs preoedemtnenl, designees par /,{#), ./I, (®), ... 
spronl evidcmnicnt, pour la rourbe (106), 

("o) — /»» /.(•») =j'i ~ju ■■■, 

ol. cn consequence la spc.tion linduro/(.r) dp In surface, comprise dans 
rinlcricur dc cello courlie sera deloriuineo par la Ibrnnilo 

( 1 1 1 ) /(•« )--•- / 1 - y\ -1- ji — y% h- . . . . 

On Irouvora an eonlraire, pour la section lindaire do la surface 
comprise dans la courlie (107), 

(ns) |’(J3) — byi~by 0 -\- by a — by t + . . b{y t — .n-l-ya— /j-l-. ..)< 

On aura done 

("3) j '(x)^bf(.r), 

(Ida pose, on condura <lu llieoreine I (fuo les surfaces couches ren- 
fermeesdans les eourbes (10G) 01.(107) son L on (re olios dans lo rapport 
do 1 a b. 

CoroUaire //. — l$n raisonnant oommo on viont. do le Jairo, tnnis 
echangeanl l’une co litre I’aiilro los deux oidomioosa;, y, on proiiyerail 
quo les surfaces comprises dans la eourbo (10G) ol dans cello qui a 
pour equation 



sonl entro olios dans le rapport do, Tumid a La eonslanto. a. Ajoulons 
((u’on obliendrail ovidommonl. lo memo rapport on eomparanl 1’uno ii 
1’ autre los surlacos comprises dans los deux eourbes rep rose n toes par- 
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la courbc re presenter par cello Equation ran form ora unc surface qui 
aura pour mcsure.lo prod nil dr l'exprcssion (q 3) par les deux con- 
slantes a el b. 


Corallaire HI. — D’apres ce qu’on a dit dans la soplieme Lecon du 
Tome I, la dcvoloppeo do I’eHipsc (rp) osl representor par liquation 



dans laquello A, B ddsignonl deux quantiles positives, dclorminees 
par la formule 

A« = Bi = ±(rt’~6 s ). 


Or, on eonclul du Ihboreme I quo la surface comprise dans cello devo- 
loppdo osl dquivalenle an produil dos oonslanlos A, B par la surface 
oompriso dans la oourbe (j)/|), el par consequent a 


( 121 ) 


3 3 (« 


b-y 


Coro Haim IV. — Lorsquc dans liquation (117) on suppose l> ~ a, 
eo lie equation, reduilo a la forme 

( 122 ) 

represenle line courbc scmblable a laeourbe (rod), eldonl les dimen- 
sions soul a cellos do 1’autre courbc conune le nombre a osl a l’unil6. 
Cola pose, il rosullo ovideninionl du Ihenreme II quo les aims comprises 
dans deux courbes semblables soul mire (dies comma les cams (les dimen- 
sions de ces deux courbes. 

Nous (onninornns eetlo Loqoii on elablissanl un dernier theoreme 
quo Foil pout enoneer eomme il suit : 

TiitionftMK [II, — La rapporl enlre deux surfaces planes esl (oujours 
line quantile moyenne enlre les diverses valeurs qua peut acqucrir le 
rapport des sections lindaives failes, dans ces deux surfaces , par un plan 
mobile qui demeure conslammenl parallele a un plan donnd. 


4 d6 
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Demonstration. — Supposons les difforonts points do oliaque surface 
rapportes ii deux axes reclangulairos dcs x ct y, qui demeurcnl compris 
dans le plan do cede memo surface, cl don! Io second coincide avee 
la droile smvaut laquelle eile, est eoupcc par le plan doune. Soieul 
d’ailJeurs fix) ct |’(j-) les sections lineaires faites dans les deux ser- 
iates par le plan mobile et correspondan! a I'abscisso x. Enfin admel- 
tons quo ce plan no puissc renconlrcr 1’unc des surfaces sans renconlror 
I'autre; et soient a? 0 , X los limites on Ire lesquelles I’abscisso x doil 
roster comprise pour quo le plan mobile rencontre eHeclivemenl les 
deux surfaces dont il s’agil. Le rapport do l’une des surfaces a I’autre sera 


( 123 ) 



D’aillcurs, si 1'on pose, pour abreger, 


(124) 
on aura 



L 


f(x)cU = V(x), 


Hx^-o, F(x 0 )=o, 

O 26 ) *'(■*)=«*)» F'(<r)=/(x); 

et la formule(i) de l’addition placet a la suite des Lemons sur le Caleul 
infinitesimal donnera 


/ |’(a;) dx 

f 12-7 1 —I: 5(X) _ S' [q- 0 + 0(X — ,r 0 )l fO 0 -+- 0(X. — 

r f[x)dx W Vl^+OiX-x^-flrv+Q^-xSi' 

0 designanl un nombro infericur a l’uniLe. Or la fraction 


f[ a? i>+ A(X — a; Q )] 
/|> o -t-0(X — *•„)] 



CALCUL INTEGRAL. 


'l 57 

esl evidemmont I’uno des valours quo pout acquorir lo rapport 

f<«) 

A-n 

des sections Iineaires failos dans Ics deux surfaces landis quo a? varie 
mitre les limitos X, et par consequent line quantile comprise on Ire 
la plus polite et la plus grande do cos memos valours. Done la lor- 
mule (127) enlraino le theoromo III. Nous ajmilerons c[iie la for- 
imile (127) est renfennoe dans I’equalion (i 3 ) ilo la vingl-froisiomo 
Lotion du Ca/cul injimlesimat ('). E11 ell’el, si Ton remplace, dans cello 

equation, /(a?), y(,r) el ©(a?) par | '(x),f(x) el on on lircra 



£ designant line valour do x comprise outre les Jimilos X. e’esf- 
a-dirc, line valour do la forme x u -h (l(X — .r). 

Si, pour cerlaines valours do I’aliscisse, le plan mobile perpondicu- 
lairo ii 1’axe des x no renconlrait plus quo I’une des deux surfaces 
proposoes, on pourrait encore dotnonlrcr, coniine on vienl de le fa ire, 
le llieorfmie. III. Sculomonl, il landrail, alors designer par ,v„ el X les 
limites outre lesquellos I’abseisse x devrait rosier comprise pour (pie 
le point mobile ronconlrat an moms rune des deux surfaces, et consi- 
derer chacuno des sections litu'iaii'os j’(.r), f( x ) comme prenanl line 
valour nulle toul.es les Ibis quo la surface eorrespondanle eesserait 
d'etre eoiipbe par le ]dan dont il s’agit. 

Corollaire I. — Deux surfaces planes son! bquivalenlos lorsqu’un 
plan mobile, constamment parallels a un plan donne, coupe res deux 
surfaces suivaiil des sections Iineaires qui reslent Imijours ogules 
outre olios. 


( l ) OEuvres do Cauchy , S. II, T. IV, p. r > Hf. 
Ol.tivivs <le C, — S. II, l. V. 
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Corollaire IL — Si, dans i’cquation (128), on pose |’(a?) = 1 , on 
Irnnvera 

r K /''' 

I | '(x)dx= I dx—X—x^, 

'■>„ *A» 

rt, par suite 1 , 

{ 129 ) I fix)dx = (X — x„)f{£). 

7 0 

Or la longiiour X — x,, reprosen to ovidommont la projection linen ire 
dp la surface (80) sur 1 ’axe dcs x, Landis quo /( 2 j) represent! 1 line 
quantile moyenne entre les sections lineaircs laites dans cotte surface 
par irn plan porpcndieulairo au memo axe. Cola pose, comma on pent 
prendre pour axe ties x une droilc quelconque traceo a volonle dans 
le plan do la surface quo l’on considferc, il cst clair quo la formulo ( 1 28) 
entraine la proposition suivantc : 

Theoubie IV. — Le rapporl entre une surface plane el sa projection 
sur un axe trace dans le plan qui la ren ferine est toil/ ours une moyenne 
entre les dwerses longueurs (/ui repiesenlent les sections failes dans relic 
surface par des plans perpendwulaires a l' axe donl il s'agil. 
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TROISIEME LECON. 

QiHDiuTuni: arcs sun faces coums. 


Nous avons obsorvo, dans Ja seiziomo FjOtjon du Tome, f, qu’il parail 
oonvonablo do lain 1 sorvir ii la mosnro do la longueur d’ tin loos polil 
aro do oourbo, passant parun poinldonnd, la droiloqui s’on rapprocho 

10 plus dans lo voisinago du point (lout il s’agil; o.l. nous avons odmis 
on oonsdquonoo qu’un loos polil aro do oourbo se con fond sonsiblomonl 
uvoo sa projection suo la langonlo mondo pur tin do sos poiuls, o’osl- 
a-diro quo lo rapport du polil aro ii sa projoolion so rod nil sonsiblomonl 
a I’untld. Nousaurons rooours, pour la quadrature dos surfaces oourbos, 

11 un prinoi[io analogue; ol, nous loroils sorvir ii la mosnro d’uno 
polilo porlion do surface, oourbo, passant par un point don no, lo plan 
qtii so rapprnoho lo plus do la surfaoo dans lo voisinago do no poinl, 
on adinollanl. qn’w/i element (le. surface, courbe danl les deux dimensions 
soul Ires pelitcs se con fond sensible.me.nl. awe sa projection sur le plan 
tangent, metul par an de ses points; n’esl-a-diro quo le. rapport da petit 
dldment. a sa projection se rdduil sensiblemenl d l’ unite. 

Go principo elanl adoplo, oonsiderons into surface donl [’equation on 
ooordonnoos roolangulairos so prnsonlo sous la forint' 

(i) 

Soil (/>) lo poinl do la surfaoo qui a pour ooordonnoos (a?,,}') t'l % 
l’inolinaisou on no point, n’osl-a-diro l’anglo aigu oompris onlro lo plan 
langonl mono par lo point (p) ol lo plan tins a?, y. Gulin, uonoovons 
quo I’on projollo sur nos deux plans un clement do surfaoo dosignd 
par co, donl losdoux dimonsions soioul Iros polilos, ol qui rcnfbnno lo 
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(7) 



A. A.m 

A 

. A* 





rqm'si'iilmml pvitlpiiinipiil : i" ruin' rnm|n ■ m l.< „ui l.i* i < t >, i-hIip 
t| )i:i ( ri 1 plans nitnii’s |i;n' Its. [minis ( /m, i >/ t [u-i |<cn»li> mI.mh mini .m\ 
sixes ill's ,r H r; ■*." It* [irlil irrliiii|;lr ;i mj m* I *• ip.IuiI l.i pi . <p-< ii.m *|t- 
(Tile ilirr sill' Ip plan ilrs .t\ i', ( a*(;t [insp, si I’nn ilr -ipn«* IxiipMii |i.n . 
I’llK'liiiilismi do lii miHjipp ( 1 1 mi [mini t /» t, p.ii »•* I'.iin* A.A > i, \ ‘ 
ilnnl It’s fleiix ilinirnsinns snnl lirs pi i i I c*. .1 ji.ir I mo- tjii.mlil*- |«pu 
tli Hi‘i , i , iili* ill* /.pro, mi iiimi, pii wtIii tin llirumur I, 

A, A.,*/ fiiipnsv i 1 1 i pip, : i 1 1 A. A • <, » , 

p| I’mi Pit nmrluni, pn n*nn*( (a tt f A A,« .i \.ilpin in.-. 

f’onmilp (■;). 

^ ( H j A , A i i . , i i i 

A i A * «‘iiii ; j I 

Si.d.'ins In lorimili* (H), on la i ( ilpprniliv iinlpliiiintpiil l.i v.ilmr unim 
l iqiip iIp Ar. on olilipinlni, pm |iiiss;m! mix lirintf iVijiintmu 

(,,) (J, A,, y(,r, 4 | t j 

.ll'i,.' pn,- ; . 

([IIP I’on poll itu pitrirp plus simplptiiPiil il Milt! 

^ i u j v( *'» J A / 

<b rn^r • I * 

<‘l iliins I:x|IipIIp In (jimnlilP I ponsprvpi'ii hup minor uvh |n*hlp. Knlin. 
si, duns Ip fonnuln ( ;>), on (‘nil iliVi'nilri* imifli niiiicni l.i valour ilr.r, 
on pn lirprii, pii [liissiml mix limilps. 
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ou, co qui revienl au memo, 


(ia) 


(■*■', )•) 
O.v th 


— s 6 cr. 


TM 


On (loci nil aisemonl do l’equalion (12) la valour do I’airo <p(cr, y). 
En eflbt, colte airo s’ovanonil on memo lumps quo sa projection snr !o 
plan clos x, y, non sou lomont pour y =y„, qitol quo, soil x, mais encore 
pour .r — quel quo soil y. On aura done; geiioralcmenl 

()3) $(x, y 0 ) o, 

(14) (I't.'i'o, „i ) “ 


ot, par suite, 

(10) 

(16) 


.1 11) 

thv 
n, Vi 

Oy 


Cola pose, si Pun inli'gro [’equation (12) : 1" par rapporl a y ol a parlir 
do y--=y t) , '2° par rapporl a x ol ii parlir do x ~x 0 , on Irouvora sue- 
cessivemenl, on ayanl ogard aux Idrinulos (i 5 ) et (r/j). 


('7) 

et 

(18) 


* Jo 


<p(,r, y)~ ( ’ ( sue t cly dx. 
'■'u 


Si, clans la dernioro equation, on romplaoo Ins e.oordonnees x, y elu 
point mobile (/;) par los coordonnoos X, Y d'un point fixe (Q)silue sur 
la surface proposer, cello equation fournira la valour do I’aire <p(X, Y) 
comprise outre quatre plans monos par lo,s points (P),(Q) porpendi- 
culairemonl aux axes des# oty, et si, pour abreger, on dcisigne par A 
1 ’airc don l il s’agil, on aura 


(19) 


A — / j stfer dy clx. 


Quant a la valour do sect, on pout la determiner immediatemonl 
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m 

par la Itirinnlc (*'/| ) ih 1 la c( iuiIihv l.eemi tin linin' I. D<iiie, •>! l.t 
iliHereuliellc tli’ I V*(| mil ion ( i ) esl presenlee stni« l.i lm im* 

(■»(>) r/.. i>il i 1 '/</*, 


mi aura 

(’ll) seer \M i /•* i v’. 


II csl iniporlaiil d‘nliservcr tpic, dan* It". eipiulnuid l i '' i el < nj i, mi 
|mmi I sans inrniivrniriil inlrrviTlir l*<ir«lri 1 dr>> inti*pral ***ii‘- rrl.ilm". 
iiijx dens uirialdrs.r rl )\ Nuns iijoulei'niiM tpir, ->i I ‘*»i» mli'pie i'n|ii.i- 
linn ( in) |iar rtippurl ii la varialilc r cl cnlrc If. limilc-. \ v„. v \ , 

nit cn lircra 


(MM) 


A, v(.r, Y) 



I 


<h. 


('.clln dcrnierc rnnmilc tlnlcriiiinc in valcnr tic 1‘airc A, vt .1 . 1 i, tpii a 
pniir |irojccli(m sue Ic plan lies .r p ,r 1111 Icelandic nniipri'. mire ileus 
psirallelrs a I’axc ilcs.i', separrrs I'uiic tie I'aiilrc |ianiuc di .Inner rpalr 
ii Y ,Vin parnllelrs ii Case drsv, dnnl la ili-laiiee hi", prlilr 

csl rcpri'scnlni' par A.»*. 

(amccvmis it preseiil que 1'nn la siirlure ( 11 : r par dens 

plans pnrpendir.ulnirrs ii I'asn dcs .e, I'iiii lisc rl ciiiTc-.piuidaiit ii 
1’nlisrissr.r,,, I'aiili'c mnliilc cl cniTcspnndaul it rnl»seisM«.r; pur ileus 
sui'lnccs cylindritpics dnnl les ^cncralnct". snienl paralleled a I'asc 
ties cl dnnl les ci|iialinns snicnl dr In lonnc 


(•Cl) 

N) 


y 


l'(.e'l. 


On oliliciidra (pialrc enurhes d inlci'scclinn, e| I'airc ciinipri'-.c cnlrc ccn 
([ tiulri 1 cniirlics varicra evideiiiniriil aver la pnsilitui du plan ti 1 •• I > i l<* . 
ladle line sera dune tine Innelimi tie I ahscissc a*. Si mi la tlrsijjiir 
par el si I’on uniiinm A.r 1111 iiemiissrinriil Ires pelil nllrilnie ii 

la varialilc ,r, IVxpression Ai|/(.r) re prcscnl era tine pelile siirl'ner tltml 
la projection sur le plan dcs iv, y sera rrnlernier, tl'unt* pari, cnlrc ileus 
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f>:> 

pctits arcs pc/, n tnosuros stir Ics cnurbcs representors par les etput- 
Itons ( ^3) el ( a/| V, d’aulro pari, (‘ttlrc dottx plans porpendieulairos ii 
I’axe (Ics x el eorrospondanl aux abscisses ,t\ ,r+A.r. (Ida pose, 
sotonl 0 el 0 deux uomhrcs <jni varienl d’une maniere i|ticlc(iii(j nr 
outre Ics limitos o cl. i. On rcronnailra, cn raisonnaiil commc dans la 
dcuxiome Locon, quo, panni Ics valours nunicriqucs du prod nil 

( 'jfj ) A.r|T(.r-|-«A.r) - IV + <? A,c > | 

([Lit correspondent aux divcrscs valcurs dcs nomln'cs 0, 0, la plus petite 
cl la pins <>ratule. reprosmilcnl Ics aircs dcs rccluiifdcs inserils cl. ctr- 
ronserils It la projection do la surface A(J/(.r), par consequent Ics pro- 
jections dc deux nmivollos aircs, men ureas stir la surface (ij, cl tlnnl 
I’unc cst inforicurc, I’attlrc suporiouro It I’airo A(|q’,r). Ajoulotts (pie 
rhartine dc cos tiouvcllcs aircs, elanl comprise cnlrc f] it:i( n* plans 
perpmidieulaires It I’axc dcs ,v on It I’axc ties,}' el corrcs[)ond;tn( anx 
abscisses x, x -\-Ax, tut It dcs ordnances dc la forme 

V»-t-0 Ax), F(,r.|-01i'), 


sera inesuroo par tin prod nil scniblitblc an second mrmlire dc I’ctpta- 
tinn (d dc la forme 


<2(j> 


A.c f 

•'ft > 


il'l i i HA.) 


1 0 An 


- ,/y, 

COST -C I 


si, pour plus dc eomtnodile, on suppose la dilftVcarc 
positive. Done Ic rapport 


t' 5 ;) 


A i|(.r) 
_____ 


((*) 


sera tine quantile nioycmie mil, re deux inlograles tie la for mo 

1,.' i- 0 A,, i 


(»8) 


* l" r V* 

f( r i- 0 A i ) 


COST ■+- I 


(! ) . 


U'ailleurs, si I’on fail doe rot Ire iudc/iiiiiticnl la valour nuinurique dc Ar, 
la (fiianti to I s’approchera iuddiuinimtl dc zero, e( Ics divcrscs valours 

OFwres da C — S, II, 1, V, Jt) 



Vise APPLICATIONS l)U CALCIJL INFINITESIMAL,, 
de I'integrale (, 2 *3) oonvergeronl vers mtc sonic el memo limile, savoir, 


sijct d r, 


Done la limile dn rapport ( 37 ), oil la function deriveo sera 

eqmvalonte li IVxpression (ap), et I’on (rmivera 


f/dq.r'l /* Ul1 . , 

-Sr =/. . S " C "' J ' 


linfin, eoinmo on a evidcmmenl 


■^.r 0 )=o, 


on tircra do liquation (3o), integree a parlir tie x — x „ , 


pX, - 1 ( 1 j 

— / / sccrdf/rfj?. 


Si, dans I'equalion (3a), on mnplaeo I’abscisso variable .r pur line 
absoisse delerminerX, on en tircra 


'I'(X) ~ j j' seer dy c/.r. 


Si, de plus, on designe Fa ire ']>(X) par A, cl les deux functions f(*c), 
F(j?) par jv el V, on aura simplement 


seer dy dx\ 


(lotto derniere forniule suppose quo la difference 
(35) Y — v 0 = l f (a?) — f(a?) 


reslc eonstammonl positive enlrc les limitcs X de la variable cc, ( l l 
fourn it la valour do I’airo comprise, sur la surfacc(i), d’une part, enlrc 
deux plans pcrpendiculairos a I’axe desa?, ct representes par les equa- 
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I ions 

(3«) 

(•>7) 


kV 


^0* 


.r - X ; 


'iC7 


d’aulro pari, mil it. deux surfaces eylindriquos donl los "dndratrieossonl 
pandiblns ii I ’axe dos z, ol donl los equations soul rospeelivcmeut 

<3N) /—/n. 

( 3<j ) y - V. 


Ajonlons quo, los limilosdo I’ in Uij>ral Lon rolalivo hjelanldes fonolion>. 
d( i fw dans los formulos ( 32 ), (^ 3 . 3 ) ol. ( 3 '|), il n’osl pas pormis d’v 
ronvorsor, o.omino dans los formulos (18) ol. (19), 1’ordro dos inle- 
{'ralions. 

Dans lo oas parlioulior oil lasurfaoo(i')ooinoide avee lo plan dos.r, y, 
on a 

see Te/y~l dy =- F( .a?) — f(x ). 

ri.ri *bi > i 


Kn mdmo temps los airos ol A = tp(X)so reduisonl aux snrlacos 
pianos ([iio nous avons designees par u ol. li dans la douxidmo Loron 
^ |i . /| / j(i), id. Ton tiro on consequence dos formulos (33) el (3_i) 


(bO 

u ~ j |F(a)-r(»)|</a- ; 

(40 

U- f' |T(.*) 

L .1 u 


La Ibrnnilo (4i) pout o.no.oro s’ccrire coin mo il suit : 

,A r \ /A 

( Vi ) U =■ / / dy dx r- / ( Y - y , ) cLr. 

‘Oi. *'*• 

I 

Los tools equations pr deed elites no different pas dos formulos (79) 
ol (80) do la douxidmo Lotion. 

Lorsque la surface (1) no coincide pas avec le plan dos ,v, v, alors 
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.'iBH 

les airos u (*l l', dctcrmimk's par les equations (/|o) et (4i) ou (/| 2 ), 
mhiL evidcnimenl les projections dos a ires el. A = tj;(X) an r le 
plan (tes .r, y. 

La IdrnniJo ( i >\) domic lieu a ties romarquos semblablos a relies quo 
nans avons failes dans la dcuxicinc Leenn su r la formula (8<>). Ainsi, 
par exempli', si le* cmirlies represenlecs, dans le plan dos x, v, par les 
equations ( 38) <>t (3 q), se enuponl on doux points diHoronls, el si I ’on 
suppose que, dims lit idrnmle (3.'|), a\, , X dosignonl les abscisses de 
res monies points, la surface A sera cello donl. la projection [J sue le 
plan des x, y so red nil ii I’aire comprise entre les deux courbes, el 
par consequent elk* sera renlermee onlre les deux surfaces rvliiidnquos 
(|iii mil pour liases les deux courbes donl il s’agif. II en serai l encore 
de memo si les deux courbes so louchaienl aux points qui outpour 
abscisses ,r„, X. Kn Hlet, il pourrail arriver (|ii(* 

v — V 

lussent deux valours do y lireos d’une seule equation 
(13) 5(.r, j-)— o 


prnpro ii representor une courbe fermoe de loules parts. Alovs il sufii- 
rail de romplaoor .r„ el X par la plus grande et la plus pelile des 
abscisses qui correspondent aux di Here ills points de la courbe pour (jue 
I aire A, deterimnoc par la formule (3/|), fuL preciseinent l’aire niosureo 
stir la surlaco (i), et renlermee dans I’inlerieur de hi courbe suivanl 
laquelle eette surlaco osl coupee par la surface cylimlrique quo ropre- 
senle I’equation (/|3). 


Si, ii la surface (i), on substiluait une surface ferinee qui no put ctre* 
coupee cfu’en deux points par une socante quelconque parallele ii I’axe 
dos s, alors, pour deduire dc la formule (34) l’airo lotale de cette nnn- 


velle surlaee, il suffirait do faire coincide!’ liquation (43)avec cello 
qui reprcsonlorail la surlaco eylindrique circonscrito ii la nouvelle. sur- 


face et en go nd roe par une droife parallele ii I’axe des s, puis do partager 
l aire demanded on deux an Ires aires I i mi tecs par la courbe qui serai! 
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li* lieu gomnclrique dos points oommuns ii la surface cylindrique eL ii 
la surface former. Lo plus ordinaironionl, los points dont il s’agil no 
diffurrront pas do eoux pour lesquols lo plan tangent ala surface lor moo 
dovioul parallble ii I’axo (less, el par consequent la surface cyliiulrique 
oi-dossus nienlionnbo sera representor par I’oquation 

COST — O 
Dll 

('ii) ^ ~ 0, 

Noanmoins, le contrairo pourrail avoir lieu si los sections laites dans 
la surface for moo par des plans parallolcs a I’axe dos s olfraient des 
points saillanls ou dos points do rebroussomonl. Ajoutnns (pie, dans 
riiypotlieso adniiso, [’equation do. la surface former louvnira pour 
oliaquo valour do x deux valours positives do soct, quo Ton dovra 
subslilner I’uiio apros I’aulre dans la fonnulo (3/j), afin d’obtenir les 
doux airos (lout la sommo sera oquivalonlo ii i’airo cliorehco. 

11 esl encore esseutiel ([’observer quo los Ibrnmles (3-i) ot ( i:i) 
subsislonl dans ](' oas memo oil duicuno dos fonotions 

Ju ,- f(.r), Y — I'(.r) 

oliaugorait. do Ibrmo avoc I’absoisso a?, do. manioro a representor sucees- 
sivomonl, non pus fm-donnee d’uno eourbe, mais los ordonnoos do 
pin si ours oourbos on memo do plusieurs droilos tracers a la suite los 
mios dos auLros dans lo plan dos.r.j, Ainsi I’on pourrail deduire do la 
Ibrimilo (3/j) I’airo mosuroo stir la surface (t) ot ronlormce dans I in- 
to, riour d’un prisino qni aurait pour baso un polygene oonvoxo (race 
dans le plan dos x, y. 

Couoevons onlin ([uo la projection do l’airo A stir lo plan dos x,y< 
eVsl-it-diro la surfaeo II, so compose do. plusieurs parlies (ollomont 
disposers quo la section lineaire faito dans cello surface par un plan 
porpondiculairo a 1’axo dos x ot eorrespondanl. a I’abso.issca? so. trans- 
forme on un syslomo do plusieurs longueurs distinctos los lines dos 
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u litres i cl comprises, la premiere cnlrc deux lignes donneos, la ileuxieine 
** 11 Ert? deux autres lignes, elf- Aloes, pour determiner l’iiirc A, il suffira 
do la partuger en plusieurs parlies doitl ohaeune puisse elre calrulee 
li I’iiide de la fbnuule ( 80 }. Supposons, pour fixer les ideas, (|ue les 
quanldes 

(W) Jll* /lJ * * * 1 


rangees par ordre. de grandeur, soient des lonctions de x propres a 
represonler coiisUinnnciil, on Ire les 1 ini i les x = x n , x — X, les ordna- 
nces des diverses Iignes qui eoinprennetU enlre dies les diflerenles 
parlies de l’aire U. On parlagora I’aire Aon autaul de, parlies eorres- 
pomlanles, lesquelles, en verlu de la form ulc* (3'|), scroll t mesurees 
par les inlegrales doubles 


(40) 


( f seer dy dx, I ( seer dy d.v 

' >o • )i 


el, en ajoulanl Unites ces inlegrales, on oblientlra la valeur de A. On 
aura done 






seer dy dx -t- . . 


ou, re qui revient au memo, 

(4«) (/ sect dy+J^ seer <r/j-K . .^jdx. 

Dans la memo hypolhese, la projection de 1’airc A, ou la surface U, 
sera evidenunent delcrminee par I’equalion 


f -i 9 > 


0 ~ f ( / dy H- f dy- 1- , . \ d.v, 
At, A>o / 


quo Ton pout reduire a 


<: u.ciii. iNTKiiH U,. 


.'(71 


rl ( 1 1 1 1 ‘.‘iiccunlc a\rr hi Innniilr ( Mu') dr |ji dcu\irinr Lrrnn, dans Ir ras 
nil I’.m \ .nlidilur la \alrtir c 1 1 •/(.»■ ) lirrr dr I lion (10T). 

InuiMilr, ( Iji H ( '|M) drvirndwiriil inr\arlrs, s'il s’a^issail 
1 1 'i*‘x :i I m* i* I'nirr rninprisr dans tin ronlniir <|iir|run(|iie sin* unr snrl'arr 

i riirtni! rrr rn |diisi'Mii '. puinls par tics drnilcs parallrlrs it I’axr das s. 
Mai-, .ilui'i, par drs prorrdrs analnjjpirs ii ndni dunl nous avails fail 

ii ,,i j>c i p, 1 1 1 1 i, mi derninpusnail I’ain* drinandrr cli pllisirurs anlrcs 
tlunl rli.niinr puiirrnil dir I'nrilrmriil drlrrminrr it I’aidr (It* la for- 

III II ||* 1 'll I'll ( |H ). 

|| iiiiin. rcslr ii iiiiiiiliTrtpndiiui'S appliralioiis dr rrs inrtncs I'ornuilrs. 
\niis idi 'i'i'M'i'uiis d'alnii'd (|iu* l'tm a. rn vrrln dr la Inrmulr ( i/| ) dr 
J.i \inpMi ai 'iriiir I .rrnii dr Vitlrul iuji/iiirsmut/, 

, v 

I arc : »/,» O to) s rr /. 

1 ' H 

/ tlrM^unni uitr tpiiinlilp mi ivi’ii mi 1 nnln* los divorsts valours quo roonit 
l iin^lr liMMlin qn v y \urif outre les limiles r (M V, Mw pnsr, on 
I inti rru iriiiphim' 1 *rt| ua I in ii ( I!) par Iji simynmIo:^ 

V / () r n )siV./ tlr, 


pui,, rn avail I .*‘tfnrd i. la r.irmnlr ( . ' 1 ) dr la vin«Mrnisi«’ mr i.rrn.i dr 
Othttl oil IroiiM'ia (lennilivoiueiil 


\ juVT / (V ) Ai- 
nu, IT t|UI n*\ ini l ail lIMMlH't 

A UseoT, 


it i 


I' ,l,.,i K naii( mu' limvi'll In' Pilin' Ii'* tliwiwi'* ,l, ‘ ' 

iliviwi vi, lour, ii,' .1-. nl l»r ™>*'< l ,l,'l,l ".V""" 

|,„ ,|irmrs «!<• I" «"* I”"' "'l , l M,rt l ""' 

,|, . 4 . r , in |ii’lll il'ililli'lirH "'I"""' 
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qtielronquo, il ost cliiii* quo la lbrinulo (.3i) oiilraino la projmsi lion 
smvante : 

Twain/ mi: If. — Le rapporl enlrc une surface courbe el sa projection 
sur tin plan (/uelco/K/tie esl une tnoyenne enlrc les secanles des diverges 
inrluuusom tie la surface par rapporl an plan don I il s’ a gif. 

Cette proposition pourrait efro lacilomeut doduifo du premier (hen- 
reuio. Jin ell'et, si I’on decompose hi surface. domino et sa projection 
en elements eorrespoiulan Is donlcliacun ait dcs dimensions Ires pel i les, 
on eoiudura dune formula coniine el du Iheoreine I quo le rapporl 
nitre la surface courbe el sa projection osl line inoyemio on Ire les 
rapports qti’on oblient lorsqu’on divise les divers elements do la surface 
courbe par lours projections respectives, el quo par suite ee rapporl 
osl de la forme 

i 

imT +1 ’ 


I representanl une moyenne outre les diverses valours do t ealenlees 
pour les divers elements, el I line quantile Iri's petite. Or, eel to conclu- 
sion devant subsisler landis ([tic les dimensions des elements i'l la 
quantile I decroissent et s’approclient de la liniile zero, il (>sl clair quo 
le rapporl de la surface courbe il sa projection doit se reduire ii une 
quantile de la forme _ S( j c T. 

Lorsquo 1 inelinaison 'z dovient constanle on pent, dans la for- 
nmle (3j)ou(4B), laire. passer le iacteur soct en dehors des deux 
signes d’integratiou relatils aux variables y cUr, et Ton lire do nolle 
fonnulo, com puree ii (’equation (4a) ou (5o), 

< I * * * 5, > A^UsecT. 

On pent done enoncer la proposition suivanle : 

lm.ORt.Mi: UI. — Lorsqu une surface a dans lous ses points la tnehne 
inelinaison pai /appoil an plan des x, y, une aire mesuree sur cel/e 
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surface esl cf/tticalenle an prod ml dc sa projection sur le plan des ,r, y 
par la secanle. de l’ incline i son . 

Code proposition, quo Ton pent clrdti i t*o diroclomonl, cl sans culm I, 
fin llieoremo II, nc dillere pas, loi*s([it(> la surface don mV esl plane, de 
la proposition dejii enonede a la page ri 7 rj dnToine I. Kile esl d’ai I lout’s 
applicable ii la (piadralure de plusieurs surfaces courbes, par oxomple 
a revaluation d’une a ire niesiiree sur la surlitee d’1111 cone droil qui 
niirait pout* base im eerele trace dans le plan dos.r, r, el pour axe line 
parallole it l’axe des s. Kupposons, pour lixrr les idees, que I’aire donl 
il s’agil se redu iso a cello du (rone de cone qui a pour base des corclos 
deceits avec b's rayons /•„ el R. La surface U sera la difference onlro 
l(‘s surfaces do ces deux eercles. On aura done 

(,') 3 ) a ■ ^lt 2 -- ii r{|'- 71 ( It 2 - • r-) 

el, par suite, 

A ~ II sOc.r -- 7t(n*-/’5)»6rT, 


mi, 00 qui revienl an memo, 

*> 7T H I- '> 7i 


( 3 / 1 ) 


A 


-- - - (H~r,) hfioT. 


Or, Tapolhomc du (rone, de cone, avail l pour project ion sur le plan 
des x, y la difference R -- onlro les rayons des deux eercles, el 
lormanl Tangle u avoc le plan horizontal, esl evidentmenl represente 
par If* prod nil (R --/•„) scot, tandis tpio aitR el aitr,, represoulenl 
b's cireonferoncos des deux eercles. Par consequent, la lorniule (ad) 
nous ranienc ii uno proposition dejii connue, el (font voiri Tenoncc : 

TriKonfcjin IV. — Si l.‘ on coupe tin cAne droil el it haw cimtlaire par 
deux plans pe.rpendiculaire.s a son axe, la surface du l rone, de cone 
ren ferine. e/Ure ces deux plans sera etpiivalenle, au prodttil dc son apo- 
theme par la demi-somme des circonfdrcnces des liases . 

CoroUaire. — Si lo plan de la plus polite base vienl ii passer par le 

OJlimes de C. — S U, l. V. 
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MiuiUU'l dll rnui\ rrllr dr-|i.n Jill j, . I I i mlm « I »l» miiiihv j» 

lr I lirn rr in r r| u i (jrrrmlr sri ,i | u n i >r m»‘iil ! i *//r , ■ < // . . r*, , *//, // 

df /if WrW/r //// tn/tftf t/t / t/i jhii t\t . i* . i><* r t • . /’ , ,/, Z, ^ 

lini'M|iir ! , ( , (|ji;il inn i i > sr jrdiuf ;t l.i h »i m 


f >Jl. uii d itiiliTs h'nnrs, I < i r"' 1 1 1 m * l,i ihIjm i i t » iuiIiiH >i inn -ml,u 

r ) li mlriij m* dun I In 1 1 in* r *1 jMrnltrlu »• l\i\r dr > , <m .i 


,t *‘ l ■ \ 1 


AIhin, sir ; r|;ml liMlrfiuii dr |,i srnlr /, mi jh nl r||r* (Mr 

(Lins In forinttlr ( 1 j f I ill h’*;i ;il mn ivlnlivr j i , * I I «»n hnmr ,nn i 

, > 

( J 7 * j m»c ; */i . \ * i ■ i * , t 


v /‘m 


I * 4M , t{ i 


l)!in^ la mrmr livpo|ln''.,i\ mi Hiit.hi ,(,• |., | 


<ii in n li , i 


f I I 1 ii 1 \ , ) 


u'» , *i t 


|m ul .lisnuriil, ii I :i i dr ilt* rps 1 1 i^ri 1 1 < 1 1 r * lm m n l< > , ilrlri n 1 1 nr r n iir 

iiirc A liM'Mircc Stir la Mirlarc ( 1*1111 t \ Ii»h)i i* iln.it. N lien Iir m 

|iiirlinilii>r lain 1 nnnpris Ire i|ru\ prnn-alm- I «ti-ii\ .■..iiiIh>-. 

I'ifinrs ri'iili'i’iiiiTs linns ilc* plans jiai allMr:, an plan . d ml 

f>nppnsi i i|tir, dans la Ini'intili' ( ifi i, »•„ V nSlm .ml a < I c .. ijuaii 
'’ i|,s ''""sliinlrs. H I on lirnm i|r I'ni-m nl<* 


V f v|i ( . ' 

O’mllnrrs, V rvpriniern la iliMninv <)tii :.rparr I.-. dm plan-.. Dr 
I'ltis, I’inrlinaismi t .lr la siirliirr .• > vliiiili'i<|ii«< par r.ippurl an plan 
.v. »'«(«»( aiilrr rli.Kr <|ur I’ini-linai-mn. par rapjinrl a l’a\r 
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hi* 


ill's ./•, ilc In cntirlir <|iii sitI ill* base an rylindrr dans li> g ilan des ,t\ r, 
I’inlepralr 



representem (A iilcnmii'nl I’arr S rumple snr n'llr rotirbr, mi sur nni' 
rlii 1 rriilrrmrr, dans tin plan parnllelr an plan ties ,r, I'nli'c It's 
Kcnrralrires ilnniu' , i's. On penl doin' enmirer la proposition siiivanli 1 : 

Tni'.om ,mk V. Ifaire niesuree, snr to surface (run evlindie droit , 
entrv dru.r generatrices el deux eourbes rcnferniecs dans des plans 
paratle/es an plan de la base, est ei/uiea/ente au produit de la distance 
enlte res deux plans par fare ren ferine sur l'u/ie des eourbes entre frs 
deux generatrices. 

A la verilr, la drinoiislraiion ipir nuns avnns doniirr (In Iboorenic V 
n’csl iiiiincdinlrmeiil applicable tpi'anx surfaces rvlindriipies ilonl lrs 
ei|iialinits soul seniMaldes ii I'cipialioii (Vi), e'est-h-dire it des surfaces 
rvlindri(|iies (jne cliaipie parallele it I’axe (It's 5 ri'iironl n* en nn seal 
point. iMais, pour elendre le inrinr Ibenrenie ii des aires mesnrees snr 
des cylinders droits de liirnic* tpieli'on»|iie, il snllira de pni'laper r,clles-ri 
en |»l nsi rii rs portions ilonl idiaciinc soil rciifrrnirr nil re deux gene- 
ratrices eonvenalileinenl elioisies. bin rniise(|iirnrr, nn pmirra ennnerr 
eelle nouvelle proposition : 

Tin , 0111 :, mi: VI. • If aire mesunie, sur tine surface ry/indru/iic i/ui a pour 
base line ciuirhe fennee , entre deux plans perpendictilaires au.v genera- 
trices, esl le produit de la distance, entre. ees deux plans par le perimeter 
de sa base. 


(innsidemns niainleiianl 
reijnalioii 


la surface du cylinder droit represent par 


(til) .l ' 4 R.r 1 a s 0. 

« 

ol chm'lions In pai'lio tlo rrllo sorlaon ni osl ppnlrninV thins I inlo- 
ritMir do hi sphorr tlrnpilt 1 tlo ropi^ino I'omnii* wMiin 1 avot* It* rayon H. 



',70 APPLICATIONS DU CALCIJL INI’l N ] T ISS 1 M A L 

Olio sphere, limit im rayon coincide avcc tin dia metre dn cere. In qui 
serf de huso au rylindre dans Ic plan des ,r, ol dont I’equalimi esl 

(Ojj - 2 = H’, 

coupe li* cvlindre suivant uno courhe qni a pour projection stir In plan 
des n\ y la parabola 

( 03 ) y*-. lu It — jc). 

Or, coniine les deux valours do v fo limit's par (’equation (03) soul 
respoctivcnient 

( <; 1 ) y y/OXIT— T), 

t ,r O ) =2 \/R ('ll ), 

il resultc dvidenimont do la i'orinuln (t>8 ) quo I'aire mesuree sur la 
surlaoe cylindrique du cold des z' positives, el limited par Iti eourlm 
d’intorseetion du eylindre avec la sphere, est dquivnlenle ii I’integrale 

/.« 

* b( i > / M^ll(U — JO ) SO ct cLv, 


~ designant I’inclinaison de la surface cylindrique, au point don I 
I’abscisse est x, par rapport an plan des x, y. D’ailleurs, la sdennle 
de eettc mclinaison sera donnee par la forinule (/id), si I'on prend 
pour f(x) la valour positive de s lirce de liquation ((ii), savoir, 


-3 — \J It X — >2?-!. 


M3C1 


(«;) 

On aura done 
(68) 

' J? * \/Uu' — j: 

el par suite l inlegralo (G6) devieiulra 

(%) 


'=V /,+ ^ T ^=-— ■ 


./» V' v 

Kn lloubla,lt celt0 dcrili ^ quantile, on obiiondra i’aire A mosurdo sur 
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la surface eylindriquo cl dans I’inlericur do la s|)li('i*o, non seiilemoii! 
du coin (Ics z positives, mais encore du cole dos s negatives; el I’on 
(rouvera ainsi 


(7°) 


\ -/,lt 3 . 


Si I’on cliercliail la portion do la snrface do la sphere comprise dans 
I’inlrriour du eylindredu eoledes/ positives el du cole des z positives, 
d landrail recourir a la form life Ol). el poser dans cede I’ormule 

o, X II, ,»v \/ll ( It — .r), Y- \ r ii J - H. 

Ajonlons (pie, si Ton di Horen lie I’dqualion do la sphere, i" par rappnrl 
ii x, el en consideranl z eomnie lone lion de. ,?■; •■>." par rappniT ii ,1', el eit 
oonsidoranl = eomnie I’onelion di l v, on en lirera 


<h 

■1> -I- 3 . - - n, 
(hv 

<)z .V 

n „ i 

0*v z 


i)z 


•)/ 


. 1 


el qti’ni eonsdqiienoe la valour de site? determiner par la forimilo (ai) 
devra el re rednile a 


(7 1 ) 


SOOT ■ 


/ " ,r* r J It 

V 1 a 


It 


S /It 


/ . jJ- ,a 


Celn posd, on l rouvera poor I’airo (lomandde 

../io-.f 
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u/ / 


On aura d’ailleurs genornlonirnl 


(' ^ _<]?_ 

/ y 5 


. y 

arc mu -i 

^/H* — .r a 


s ddsignanl line quantity inddpendunlo do/, el par snilr. 
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Doin’ 1'aii‘P domandeo sera ccjii iv.ilon to a I’inlcgralo simple 

n f arccos (ir-^)’ ,Ar - 

Pour oval u or col to memo integrate, il sulfil do lairo 



nu, co qni roviont an memo, 

(-j) .V -= R lanpCs. 

Alors on oll'ot on trouve 


j ' arc cos ^ (lx J « dee -™ sx —J a- els — sx — U J ^ — i ^ 

= (,r + lt)s- II tang.? -i- consl. 

ot, par suite, 

U r 

(7 c) kjT ! »' ccos (irL') i ^' ::= (? _, ) ua ' 


lin douhlanl colic derniere quantile, on obliendra la portion do la sn r- 
lat'e spheriquo inlorcoplbo par lo cylindre du cote dos y positives, el 
oorrcspoiulant ii dcs valours, suit positives, soil negatives, do Cordon- 
nee s. Done, si Ton designe par A la portion do surface donl il s’agit, 
on aura 


(77 ) A=:(i:- 3 )II' S =(i,. 4 i 5. ..)«*. 

Concevons encore qu’apres avoir trace dans le plan des y line 
eourho reprcsoiiloe par I’cquation 

(7 8 ) y-f(ec), 

on fasso touruer cotte courbe autour do 1’axe dcs x. lillc engendrera 
uno surface do revolution dont 1’equation sera 


(79) 


j» + a s=[/(aDP 
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(voir |. I, p. 3j 8); (*l. la portion do or(to. surface sillier dll cold ill's 3 
positives 011 ( 1*0 deux plans porpondiculairos ii I’axo d(*s . 1 : sora j on 
vc r (u do la lonnulo (34)1 f*X[>ri mop par la valour niiim*riquo do I’inlo- 
p*rale double 

a r 1 1 ) 

I seer clycLr, 
o * ■•/HI 



pourvu quo I’on ddsippio par .r #l X los abscisses correspomlanl aux 
deux plans dmmes, ol, quo la fonolion f(a ) no rlumge pas do si^no 
ontro los limilos x -- .r„, x — X. Quant i* la valour do soot, olio so 
doduira dos equal ions (2 1) ol (7;)) ; ol comma la dornioro do cos dq mi- 
lieus, dilldronlido suocossivomonl par rapport ii x ol par rapport ii v, 
donuora 


<h 

the 


^/(■O/V), 






!> — 


_ /( r ) j ’( x ) 

(U ~ ' V" ’ 



r 

> 


on aura cvidoiumenl 


(8.) 


SOOT ' 


1 + -• 


2 


/Q'h/r+|/V )F 

d 2 -/ 1 


D’ailli'iirs on rooonnaitra facilemonl : 1" quo la valour miinrrique. do 
l’inldgralo 

r f>i ' (lx 

■'-noTUWiV--? 

so ruduil loujours an nombvo i:; quo la valour lunndriqur du 
prod nil 

/(.r) \/A~l 7 VTF 


osl prdcisdmcnt la normalo N do la oourbo (78). K11 consdquonco I’in- 
Ityralo (80) ])inimi otro rcduile a 



X tlx. 


lin doublanl celle-ci, on obliondra I’airc totalc comprise surla surface dr 
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revolulioii enlre les deux plans qui correspondent mix abscisses ,r„, X. 
Done, si I’on designe pm* A I’aire donl i! s’agit, on aura 

(Si) A — Jr f N (l.r. 


La (iinmilc (82) etant ainsi deinonlree pour io cas oil la function /(.r) 
conserve eonxtiimmenl le memo signe on Lit les limilesa?,,, X, il sufiirail, 
pour Tclablir dans le cas eonlraire, de parlager I’aire A on plusiours 
parlies eorrespondant auxdiverses portions de la courbe (78) qui soul 
si (lines de pari el d’aulre de I’axe des .r. (Ihacune de ees parlies serai I 
encore le prodnil du notnbre 27c par line integrate seuiblable. ii cello 
que renfernie l’ccjualion (82), mais prise enlre des limile.s diderontes; 
el on ajoulanl les nouve.llos integrates, on Irouverait pour sonnne 

j N 1 lx. 


An rcsle, on pent deinontrer direetemenl uno Ibrinule qui coniprend 
Tequation (82), ii I’aide des considerations suivanles. 

Soil I’aire niesurcc sur la surface de revolution (79) enlre 

deux plans fixes qui, passant, par l’axe des .t, comprennent e litre mix 
Tangle o, el deux plans pcrpendiculaires ii eel axe, qui correspondent, 
le premier ii I’abscisse constaiile le second ii I’abscisse variable. ,r. 
boncevons d’ailleurs quo I’on designe par t non plus 1 'In cl i liaison de 
la surface (79) an point (x, y, z) par rapport an plan des cc, y, mais 
Tmclinaison de la courbc (78), an point dont x est I’abscisse, par 
rajiport a I axe des a:. Si I’on altribue ii la variable.' ul’accroissemen I Ires 


petit Am, 1 aeeroissement eorrespondant de I’aire 'j'(.r), savoir, A 
sera une petite portion do surface dont i’inclinaison par rapport an 
])lan des y, z restera sensiblenient la nieine cn Lous les points et diffe- 
rera tres peu de A —7,. Done, cn vertu du Ihcoremo II, le rapport 
qu on obtiendra on divisanl colic portion de surface par sa projection 
sur le plan des y, z different Ires peu dc seef- — . Or hi 

\2 / blMT 
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projection donl il s’iii>i(, sera rvidrinnieiil hi diU'emier rnlrc Irs sur- 
faces ties <leu\ sceleurs rirrulaires <|iie Irarorairnl drs ravniih 
<’•( I u i v«i 1 1 • n I s mix ordnances y cl. / I- A*' do hi cotirhc ^emTalrieo cn 
doe, rivanl rankle o anlonr de l*ori^i nc. (’.c*l(c l projection sen* done re- 
jiresen l.('*(* par 

( s:i) ^ O' -i A)') 1 - \y' ,r?A>'(' 1 ./J,’); 

cl coniine nn aura sensildemenl 


Ar dy 

Xt ti,r 


laiiffr, 


mi pmirra reduirc I’cxpression (H.'i)ii la forme 
(H'l) 1 .vy tinier A.c(i i /), 


/ desi^naul line ipianlile Ires polile. ('.(‘la pose, il sullirii, |inur nlilenir 
I’airr A<J/(.r') 1 do mulliplicr I’expression (,H / |) par mi lurlriir Ires pen 

ill Here’ll I <le . On mini done 

SUIT 


A'Ji.r 


'•.'V 


Itiu^r 
si n t (• I 


C 


i) Xr, 


on, re <|di revienl an memo. 


( M ) 


A ({/(./'I 
Xr 


1 • j' 9 see t 


sinr 
sior i 


I (i i /». 


I desi^naiil eneorr (me quanlile Ires pelile; cl I’nu en eonefiira, en 
laisuti I non verger Xv vers zero, 


(K(i) 


tl <}/(.»') 
t/.r 


",)'w seer. 


Si dans nolle deruioro Jtiriii Lite nn snhslitiie mi prod nil '..rser- la 
longueur ipi'il mpitfsonle, e’est-h-dire la nni'malc M do la enurin' gene- 
ralrire, on aura simplrmcnl 


(« 7 ) 


iN'v; 


OKui'rc* t/< ( (\ 


S, M, l. V, 


d.v 


In 
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APPLICATIONS I) U (JALCUL INFINITESIMAL, 
puis, cn in logmn l I’equation (87) 11 parlir do on IrouviTii 

(«S) i|A ?/ N (Lr. 

*■ f.i 

Si Foil mil cvaluor I’aire cngeiulroo par la mvolulinn eomplole (In Parc 
mesiire sur la courho (787 nnlrn Ins points <|iii onl pour alisnissns ,r„ 
nl X, il luiulra supposcr dans la formuln (88) o ~ 27:. Alors on oblion- 
dra I’oquation 

, t 

(&j) I N cl.v. 


qm pnul elm romplacee, (piand y resin positive, par I’unr ([iinlnom|un 
des summit's : 

(0°) l|^( J?) — . 271 ( Y^CCTClx, 

f()i ) 'i(.r) ar I y\J 1 + ) IJ (lx. 


Ajoutons ipin si dans la ibrinule ( 8 cj) on pose 9=- 27 ;, idle Iburnira 
pour 1 'aire A ’|(X) la memo valour quo l’nqualion (82). 

II esl bon d ’observer quo I’airo A’|(.r) dblerminnn par la Ibr- 
mule ( 80 ) dillere Ires pen de Pairo dz yo sec- Aar inesuren sur la surface 
du Irone de cone quo dcerit, on lournanl aulour de I’axn dos.r?, la polile 
longueur sec-; Are eomptee sur la droile qui louche la nourbn (78) an 
point (x, y ) ; e esl-a-dire quo In rapport onlre I’airo A'J'(.r) el 1’airn du 
Irone de cone dillere tres peu do Punile. 

Appliquons niaiiiLonant los lornmlos (82), (8j)), etc. ii quolquos 
exemplos. 


hxemplel, — Si la eourbo (78) sc trans for me on unn droilo nionde. 
parallclcrnciit ii I’axc dos x par un poinl si Luo ii la distance 11 do cn 
memo axe. A mprcsentcra la surface latcralc d’un cylindro ongcndrn 
pai la revolution do cctto droile aulour de I’axc, cldonl la hauteur sera 
precisemcnt X — a?#. Commo on aura d’aillours N =- 11 , on tirora de 
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(’equation (82) 

(<)?.) A -- in ll(X — .rj. 

II nisulle do celle derniere Ibrimilc quo la surface laleraie d'un cylindn - 
droit a base circulaire csl le produit de la hauteur du cylindre par la cir- 
rnnfe/vnce de. sa base. Otic proposition bion emmue esl (I'ailh'ixr^ com- 
prise, comma cas parlieulier, dans lr lluiorenie VI. 

Exempli 1 II. -- Si la ronrhc (78) coincide avec lino cimndbrenee de 
eerole dont le rayon soil, egal it R el tlonl le centre soil silue stir l’axe 
des x, la valour do A delerminoe par la Ibrinule (82 ) represented l’aire 
d’line zone spluirique qui aura pour liaulearX -- x„. tie plus, on trou- 
vera encore N--R, el. par consoipieiil liquation (^82') se redtiira, 
com me dans I’exeinple precedent, a la formulo ( 92). Or on eonelura 
de colic Ibrimile que, pour oblenir la surface, d’ttne zone spheru/ae, d 
sujjil da multiplier la hauteur de la zone par la circonfercnce, d'un grand 
rerc/e. (Idle derniere proposition esl. tine de. cellos que I’on delimitin' 
dans les cldmenls de geomclrie. Lorsquo la liauleur de la zone devicnl 
ligale tin ilium (Hro de la sphere sue laquelle cede zone esl Iracee, la pro- 
posilinn qu’on vienlde. rappeler dolerminc l’airo to laic de la sphere, el 
I’oii rccnnnnil ainsi <pie la surface de. la sphere dqiuvaut a (/autre fois fa 
surface d'un grand cercle. 

Example 111 , — Concevons que la courbe (78) coincide avoc I’eHipse 
(jiil ;i pour axes les longueurs 2 a, 2 b, el qui esl represen lee par 
I' liquation 

(id!) 


■r J 1 
ZI + 


b l 


La Ibrniule (79), veduilo it 
( 94 ) 


jr- 

«- 


b- 


rep resen lera un cllipsotde de revolution, el I’on trouvera 



\ N’l h \l In v* n i 


\h i I 


W 

Si run il'iiilirm * ^ *mi .tm i. i u ,, |« *j |\ *, , Mj 

Iririlr <!r 1*4*1 1 1 p r, 

<UM "• \ ' 

||;H' Mlilr. I i \ali’Ul il r \ dc\ h mli,i 

I u* 1 I \ \ ‘ 

llniir ii lfH*M nil Inrin ilr |Vi|iMhmt i i < 


^ll\ nn \rrln tli * |,t Innmilr * mm ilruMrim I ri »«sj i t I- in njmi 

5 

\,./ \ ■ 

l'S|»ri||H*r,l I’ilill* <( 11111111 '** Mill. |. M< 

.llihi l’'*<i , ‘. i* 1( i • t i ihiii'i | rliiji . ■ <|i. ii| | . . jii . if i> >* i . i,i 

(‘111 I ■ ‘ , 

.<■ /, 

I'l tlmil 1 1 ' !■* Si M‘s , ri*|tr»' I I*.a | Ml’ le- |..*l,!ilr ill , . «/., 

sui v;ml lev, im'iiii'i. ilniili*.. i|in> n-u\ . 1 .- i . lh j. , j,., „ , |. 

rni'iiinli* (IJ-; inihaini-r.i c\ i.I.-iimm* i.I L 

I III OKI Ml. Nil. Si I nil /till (am mt nth t'/yn* meUatt >(. u.*- tittn, 
<ur. Id ut/fdcr livid mtir un;t fn/ti'i f »n /„ ,, t . t, .( <m ,>n ,t 

'■f/ifisrutv /<’ finrliiil tlit nniiild, v, (un In stnfm, .»/*„ 

t/iii rriifrt/dviont A-t i/rur Ai/wt ilv In „,i, tm, , Jtl . 

Ion ilritiiiid i/v In pninivir vn Jmutnt • mSn, I, £#.*«./ m- at, 

rapport tfivnwr tlv /Viriyz/j/W/r* 

lit IliillfMi)' ill* lit /uni* ntmnili* .i\i*> .!»- I . lhj* .. 

1,1 n"*‘»nu,„. luvcfili.m ilr*ii‘riiitnr I'.mr ,1.* iVJh|*<Mi.l, 
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de rovolulion ; el l’on Irouvo pour la valour do cello aire, on ayanl 
cgard an x formulas do la page 435, 

( i <10 ) A ~ 9.k b- -i- 1 . t. ~ arc tang: -f- • 

Si 1’on supposail a < b, on aurail, on dcsignanl loujnurs par t I’cxcon- 
Irioile do (’ellipse (<)3), 


(■ 01 ) 

ol, par suite, 
t'O'0 


bt = v b 


//»* “ nl 


a* y 6 2 e - 


~h 


Done alors on lirnrail. do I’cqualinn (8a) 


( i <> 3 ) 


1“ 0 “ 


Or, (>n verlu do la formula (3o) do la deiixieim* Le^on, In produit 


(ml) 


*£jy 


exprimera ovidommenl I’airo comprise ontrc les ordnances corrcspon- 
danl. aux abscisses ,r u , X, dans l’hyporbolo dnnl I’equalion sera 


y 2 Ifie-x* 

V ■«— =' 

pl donllcs axos, rppr6spnL6s par lrs longueurs scran! <|]rigc^ 

suivanl lc^s memos droilos quo ecux de I'ellipsc donucc. On pent done 
(moil cor la proposition snivanto : 

TiiKOUftMK VIII. — Si Von fail lourner une ellipse aulour de son petit 
axe, la surface da la zone engendree par la revolution d un arc de cel la 
ellipse sera le produit du nombre tc par hi surface comprise cnlre les deux 
plans (jui renfermeronl les deux bases de la zone dans line hyperbole 
dont V axe reel coincidera precisdme.nl avee le petit axe de V ellipse, et doni 
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le second axe sera equivalent an cat re du grand axe de /' ellipse divise 
par le cane, du petit axe. el par V excentrivile . 

Lorsqiio la Iiaulourdo la zone coincide avco, Io pclil axo tirtde (’('1 1 1 |>si» 
donnoo, on doduil dn thooremo precedent (tu di» ion (ioT) I’airo 

lotalo do I’ollipsoido do revolution, ot 1’oit (rouvo pour la valour do 
oollo airo, on ayanl ogard a la premiere fornuilo do la page /|3(i, 

froi>) A — nute-t- - — / — — 

£ i — : 


ExemplelY, — (loncevons quo laooiirbo (78') coincide avoo I'hyper- 
lndo roprcsoidce par 1'uno des equations 


(107) 

( 108 ) 


_ _ 2 

a 2 ~b'- 

■C _ ‘IS 

~b l a'- 


Ua Ibrimde (791, rodiulo a I’une dos suivaulos, 

(lOtJ) 

(IIO) 


r _ r-t 

a 1 tr 


r’-H^ 2 ,r 2 _ 

b l cd *’ 


roprcsonlera tin liyporlmloido do revolution hdeux nappes dislinolos on 
it uno soulo nappo, ot I'ou (rouvora 

ri ” 5 [( , + 

UYdleurs, si I’on tail, pour abreger, 


(H'0 at — \J a x -V- b l , 

la valour do N doviondra 

t" 3 ) N = -\Jex~^Tcd. 

Done (equation (8a ) don n ora 

a=,!7 A,/ \A S T ~ 5 rh '‘ 
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/ 


(Jr, on vt*rtu dr la luntiulp (do) do la deuxieme boron, lo produil 



oxprimora I ’ai rr comprise outre los nrdonnees corrospondant aux all - 
srissrs ,r (l , X, dans I’iiiio dos hyperboles representors par los equations 


(nfi) 

(" 7 ) 


e 2 .* 2 o 2 __ 

~a r ~'T‘~ 


Cola, pose, comma la o.onslanlo 1 desijpiera evidemmonl I’excentricite 
do l’hyprrbolr (107), la forniulo (ti4) 0.11 train era la proposition sm- 
vanle : 


Timoni'Mi-: IX. — Si inn fail lourner line hyperbole nuloitr de son axe 
reel, la. surface de la zone engendree par la revolution d’un arc de eelle 
hyperbole sera le produit du noinbre it par la surface comprise entre les 
deux plans c/ui renfermeront les deux bases de la zone dans line seconde 
hyperbole (pie l’ on deduira de la premiere on faisanl decroltrc l’ axe red 
flans an rapport inverse de I’cxcenlricile. 

Kxemple I'. — Conr.evons qua la eourbo (78) commie avoo la pa- 
rabolo 

(1,8) y 1 — ‘ipx, 

p elanl uno quantile positive. Inequation (79)1 reduilo ii 

( 119 ) y°-.y z'z=ipx, 

roprosonlora un paraboloulc do revolution, ot l’on trouvera 

( 1 20) S-f-iix-yp 1 . 

On aura, par suite, 

dx=-NdN, 

2 p P 


i 
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cl la formulc donnera 

(m) 4 (j) = — / N 2 r/N = — (N J — N J ), 

' I> A„ °/> 


i\ r „ designant la valour do N eorrcspondanl a m-ac , Par consequent 
I’airo ongondrec par la revolution complete d’un are do parabola qui 
tourno autour do l’axe de cello eourbo osl. lo tiers do prod ml qii’on 
obtiont on multipliant lo rapport ontro le nonibro ot lo parauiolrc 
par la difference ontro Ios cubes tics normalos rolalivos aux deux oxtrn- 
inites do 1’arc. Si Ton suppose on particuliora’,, — o, on trouvora N 0 
ot la fornuilo ( i a j ) donnora 


(122) 



Exemple 17. — Coneovons quo la eourbo (78) coincide avoe I’liv- 
porbolo 

(ia3) xy . : -1 R-. 

L’ocjuation (79), roduile a 

('2-1 ) .r 2 (y>+=>)- l IP, 

a 


ropresontera uno surface du qualribmo dogre, ot I’on tirera do la Ibr- 
inulo (90) 


(125) 


= f seer 


dx 

x 


Do plus on conclura do la formula ((23) 

/= 


ot, par suite, 
it 2 

x'-~ - 

2 langr ' 


..ngr=_I«: 

2 X- 


lx — ZR — I Za — i Ztangr, 


dx t dr 

2 SillT COhT ’ 


J ar consequent* si 1 on nornmc^ la valour de t corrospondanl ii x = x iis 
la formulc (120) donnora 


(12G) 



dr 

sinreosH* 


48 !) 
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Do ool.lo dernioro, comparer ii la fornmilo (44) do la premiere Logon, 
on deduil immediatomont la proposition suivanlc : 

l ! (lire. engendree pur la revolution complete d'uu arc de l hyper- 
bole ( i a 3 ) tournant autour de Vaxe des x est le praduit de la surface du 
denu-cercle deceit avec le rayon 11 par tin arc niesure s ur la lo p aril bin iipie 

(is7) y~e\ 

ct tellemenl choisi (pic I’inclinaison de la logarilhmique, e.n chacun des 
points sillies (tin: ext remit cs du second arc, coincide avec rinclinaison de 
1 ' hyperbole dans V an des points situes aux ext remit es du premier arc. 

Olio proposition suffiLpour determiner I’aire ongendree par Pare do 
l’hyperbole; ot d’ailleurs on lire do liquation (lab) combiner avoo los 
Ibrinulos do la page f\\f\ 

(ia 8 ) d/(.r) = .l. 7 ,R 2 (-- - + Mang ~ ~ Daug^- J* 

' ' T ' ' a \cosr 0 cost ’ -it 

Example VII. — Lorsqun la conrlio (78) so reduil a la logarilhmique 
reproscnlee par l’oquation 

dap) /•=<’"» 

la fonnulo ( 91 ) domic 

r r r 

(< 3 o) <Ii(o:) = 9 .tt e" \h 4 - y'* dx. 

Do plus, 011 tiro do I’equalion (129) 



ct, par suite, 

dy 1 — ~ e il dx y e a dx ™ or dy\ 

Coin pose, la valour do <|/(#) peul elro roduile \\ 

(i 3 i) *(-)«.«■ f \f\+y n dy\ 

j /f Q designant la valcur do y* correspondent a # = 4%. Si mainlonant 
OEtivjes de C. — S. 11 , l* V* 



400 
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Oil 


a egard a une formulo do la page 436 , on trouvora 


I \/i+y*d/= \ v'v/i + /*-!- 7 1 7 ^=^ -I- fonM. 
J >■ -i \/i H-/ 2 --/ 

i sin r i .i-i- sinr 
— + -/* — T HCOHSIm 


2 cos 2 - q i — sinr 
ot la formula ( r 3 1 ) donnora 

(i 3 s) *{»(*) = rc« 2 H- l tang H- ^ 

Exemplc VIII. — borsquo la courbe (78) so roduil a la chaincKc 
rrproscntco par Tcqualion 


Slll-11 

cos J r 0 


1 + ?)_ 


(>33) 

on Irouvo 
(• 34 ) 


y = «- 


- _ 21 
a ft 4- e 11 


N — 7 (c" -h <T ^)" 


•■I I’on tiro do la formulo (89), on supposanl, pour abrdger, ,r t — o, 




(•35) 


'•]/( j?) = 7 xa 



1 -+- 


_5r 

e" + e " 


I 


011, co qui rcvicnt an memo, 

(>36) <J>(.r) =r t« - 1 - j (e " — e ) 

hxcmple IX. — Si la courbc^S) so reduila la cycloklo ropresonldo 
par 1c systemc dos equations 

(> 3 7 ) ,r= — sinw), y = Il(i — cosw ) 

(ooi/ - la d mix ionic Lccon du Tome 1 ), on aura 

dx = \fdx i -vdy-=. 3^ It ( 1 _ cos u ) 2 d*> 

,ot l on tirera do la formulo (91), en supposant Tangle w ronlermo on (re 
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los limiles o, air, 

3 $ /v f<> 

(i38) !(.») = 3**11*/ (i - cosm ) 7 cla = 8jr II s / sin 1 -*/*). 

*'w. *^« 0 ’ 

On Irouvcra d’ailleurs 


8 sin - * - = I 
2 


j?/=i _H/ny 


(/- 


- . « . O (»> 

: f)Slll Sill — 

2 2 


491 


Cola pose, si l’on fail, pour plus do commoditc, w„=o, la valour 
do ^(a;) deviendra 

(i3g) '{'(•*) = \ *R* (J — 3 cos ^ -b ~ eos-^- 


Si I’on vouloblcnir, on parliculior, I’airo A doorile par uno branohodo 
la cyeloulo, on dovra prondro, dans la Ibrmulo (i3()),.u = ait, el I’ou 
Irouvora 

(1/io) A — ~-7tR 2 -- ^ (8 R) 2 . 


Eii lomiinanl cello Logon nous demon Iroro ns doux llioorcmcs qui 
peuveiildlro uliles dans Puvalnalion dos a ires mesurccs sue dos surfaces 
do revolution. Si 1 ’on fail lournor, aulour do Taxe dos x , non plus la 
coiirbo (78), mais colic qni osl representor par I’oqualion 

(•40 

b dcsignanl uno conslan lo positive, la liortnalo do cello nouvollc coil Hie 
sera equivalente, non plus an produil 

. /(>») /T+ 17 : Vj y, 

mais an suivanl 

{b+/{x)]f*TU\ecj\'. . 

En consequence il suffira do snbsliluer cn dernier produil ii la lellre N 


par la revolution complete do Parc rnesure sur la courbo (i/ii) enlre 
les points qui correspondonl aux abscisses x fl , X; cl si Pdn ddsigne 



',!);) \ |* |*|.| i; VI I O.N > III (VI 1:1 I. INI IM II ^ l M M , 

rode uimivi'IIi' nice par II. on IrmuiMM 

/ k 
| |! i I /( * i | t > i < j’ ./ j i . /• j j i \ t ’ *}*/e 

,, ' n j 

/ V • <;./< j \ i j / ( » i ]' it i , 

* l . 

D’aillrurs, m I'nn apjirllt 1 S I 'air rmupiis mu |r * ri* li* * "H < t-n 1 1 1* Ii ■, 
points i’u r r<*s | hh 1 1 lii n < ^ ail \ ahM’i^rn i l(l \, mi ,iina, i*h \ritu *lr la In?' 
in ll It' (;)') «ln la pmnirir Irnm , 

s / \ I 1 1 . . 

* < f 

lli'ln pose, t*M(|ua(t<ni < f V' l tlitiini'ia 
(i.'e'l) II V ■ ir./.S. 

I iiillo ilrrnirrr liirnt H li' rniupeciicl lc llii'uri'iiM’ i|im' n*ni'. ,iMt>ns i*ittiun*i : 

I IM.nitl MU \. Si / n/tjtllf uii'i'rwh i tin nt hull n< i uts nit iii' rnui/ir, 

I illtloiir if ll/i il.vr t'/itUM ill hill till etlii'lil . iiiiluiii il in i ii t r fitliYiflt ti‘ 

srpmr i/n premier pur lu t/isioure A, /</ it tu t intii /< » ifrii r uuj,n , \ 
i/r rmi/tilinn eiipriu/terv t /mt\ fn ,/ru.e fiyfmttu u \ uni (, pn«fu,i ,/e 
I me petivruleur piiv (ii t'liYUiiJi't 1‘in‘t' i/tie t/t et it ,nl mi p,,mi ,/u u eiuii/ 
H.vc huirnmil uuhiiir i/u piemier, pntimt huilr/ni, , { u, i, < ,h n i uj,s u, 
reneontrent pus /‘me penrruteiir i t \aiuu uln, > ,/ m, m ,,Ue pm 
rapport a ret. arc. 

Si, 'Inns Ic.s iMjimlimist i, fr,, ci ( „n ,,'mpKn.ui |. t rntiHiaitie 
|Ki*ilivn b pur la muslnnlc Jicf'silive ... />, o( M M ,pp„„ iU | .j'ailloni •. 
In c.miditirMi 

('V\) /tu ;/i 

rompin' pour Ionics los villeins tlo.u rcurcrmccH rtihc |.*s IhimIch r u , \, 
In second men, I, re tie la lormulc ) .lmini.lr.iit A ;jn 4 S, cl rm 
ptcsimlcruil, mm plus I uirc I), inn i s cciic airc prist* aver It* si^ue 
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O11 aura it done alors 

(l/|5) A -+■ B — 

el par suite on pourrait cuoncer la proposition suivanto : 

Thf.oio'.mk XI. — Lrs monies chases ctanl posers r/tte dans le 1 hea- 
rd me X, si los dm. v acres de revolution soul sillies . par rapport ii V arc 
general cur, Lc premier d’un c<)le, le second de /’autre cold, la somme ties 
surfaces de revolution engendrees sera le pruduil dr i arc gdneralcur pur 
la circonferencr ijue decrirait tin point du second axe loiiniant autour 
da premier. 

A I'aido dos llieorinnos X ol XI, quo I’on pout dlendro an oas momo 
oil Parc do eourbe donno so rail, rot 10 on l it, on plusiours poinls par dos 
plans pcrpondiculairOvS a I’axe do rolation, on dolermitiorn sans poine 
Paii’o H do la zone, eugondree par 1111 are do norolo S loimiant aulour 
d’un axo. lit) ('Hof,, soil R Ip rayon du enredo, h la dislanoo du ri'tiliT 
ii Paxo, ol II la haulcur do la zone. (amcovons d’aillours, pour Iker 
los idees, qu’un second axo, mono par l« centre du ooirdo purallelomonl 
ii Paxo domic, 11c ronconfro pas PareS. Si I’ou noinnii' A la portion do 
surface spheriquo engoiulrdo par Parc do oprelo loiinianl aulour du 
second axo, on aura, 011 vcrlu do la lbrmule (<)?.), 

A r : 

cl, par suite, la lbr»iule(i/|3) ou (i/j5) donnora 


(.40) 

B = ;i7t(/iS -L lUI) 

ou 


(‘-' 17 ) 

B---'*7T(4S — lUI). 


Si Pare do corolo doviont cgal ii la demi-oireonferoneo, on Irouvora 

11 = a II, S = ttR 


el los equations (i/| 6 ), (147). reduilosa 

048) B = 2itR(it* H-aJR), 

(l49) B = 'ITtll(7T& ~ all), 



VXi \ V mi IM ( \ U l I IMIMIh!\l\l 

Innrninml ilruv nlrnr* Jr II. *1 mil ti winm*, s Mr 

l lli IT loliilr 1 1 r l,i r ijiir fun huhiim nr ! in |i 

\ PHI ilr iihmmi 1 1 1 in* hmh <nut!u iju\ a un > > t%i*< » < ", , 
(M / 1 i/I// //f lit h Ht'onfft fui\ t * ft fiJt* Util N'i /, 

t/t soft ftr'f mutt * y*n/ /r/ i //» »*nh *< «• -yu» / w? i * 

<'t t u i i\ 
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cuiuTDRi: ues sfH.mr.s. 


L('. problemo do la cuhaUirc dos solides consists ii d elorminoi* Jo 
volume eompris sous nne enyeloppo donnee. Pour arrivor plus facile- 
monl h la solulion generate do c.o problemo, nous cxaminerons d’aliord 
!e casoii il s’agil d’bvaluer lovohimo d’un evlindro droit a bast' quel- 
oonquo. Dans eo oas parliculior, la question pent ctrc inimediatcmcnf 
resell uo a 1’aido du theoreme quo nous aliens enoncer : 

TiiKoiubu: 1. — Le volume V, eompris dans le cylindre droit dont 
U represent c la base el 11 la hauteur, est equivalent ait produil de celte 
base el de celle hauteur; en sorle qu on a 

(i) Y = IIU. 

Demonstration. — Supposons lous Ids points do I’espaco rapportes 
a Irois axes roclangulairos dos x, y, s, et pinions lo cylindro do ma- 
il iorc quo, sa gbnbratrice, etanl parallcle a l’axe dos s, lo plan do sabase 
ooincido avoo lo plan dosa?,^. Conccvons d’ailleurs quo Ton coupe le 
volume V pap un plan perpcndieulairo a l’axo dcs a? ot corrcspoiulant 
a I’absoisso x. linl’in soient f(x) la section lineaire faitc dans la base U 
par lo plan coupant, v la portion du volumo Y qui sc Irouvc situce par 
rapport a'co plan du cote dos x negatives, ct u la portion correspon- 
(lanlc do la base U. Si l’on attribue a x tfn accroissomont infiniment 
petit Ax, lo volume v rcccvra un accroissomont analogue represent!; 
par Av. Or il ost facile do rcconnaitre : i° quo la baseA« duvolumc Av 
rostora comprise entre deux rectangles, 1’un inscrit, 1’autro cir- 


'■•Mi \ I'p i.i i : m iiin s im t vi, i i r i m i m 1 1 " i \i \ r 

rnliMTlI. iloiil If . nir»“> .fn.nl uif'iiif. ‘ |».»i *h pi »'lmi . 4« I. I . • i 

i * i | t < t \ . 

ili | I . MV, 

I. J ilfr.ij'll.ilil tlftl\ t| n.t it 1 1 1 • < nilimiii. til jo lit..; i .pi. !>• .•Iiimm 
H’ l'il lllt-llK'lnf i'nni|iii' i-nhi- il.nv |i nill- l> |n |n ■!< .pit uit.'iit p 
Imtlli'iir II H | i it r Inca*.. If > >leii\ ,ui< . -hini il ’ i„»l |i»m> I, %,<| 
(III Vdlllllif A.' 'tiM'.l lllli' IHMM'llllf i nil.' Ii . tlfliv t u»‘f • >|.<n , 

1 1 1 1 A ' i IV 

I '>) II j f i < IV. 

till. I'll ll'illlllTS ll’l’llliw, Mil .1111,1 

(III A. Ill ft . • i | \ 

/ tlrsi |{ii;i n 1 iiiii< nnmi'llf i|ii.iuiiif niliiiiiiii'iii p. hi. . ..iupi«,, .nil 
i*l J. Si iii;iiii(i'ii:iiil mii ■ 1 1 \ i'.f p,u A i If . .|.n \ m<> ml<i. , ,|f iYipMii.au > 
on r n limn 

<•;> iM f - ... 

f\ » 

{in irf. ('ii lai't.uil rniiM'i'fjiT A « M'i>. I.i limit.* /<•».., >m UMim-r . 

\\f - . 

if St 

mi, (•(• (pit ii'vifiil mi iiifinf, 

<!) J </» H / ) < i ,/ 1 , 

*’ , 'l:i Ixmi' 1 . Hiiii'nl .i',,, \ la pin . p.-hlf H !, ( pin, jj, im *|f «h- , tah-m „ .1 
(|lli (‘IHTI'Sptllnll‘|ll illt\ lllll'fivill . pril Ills .III v..|.in,f ,, ,.n , , | M ,, 

l.i'!t lour liniis n, i' s'l'vaiii.iiiiiiiil jmiir.r «n mla-pruni 1. . •!< 

iiminliifs tit* I ’hi mil ini. ( i) ) a {i.ntir .If .r , ,.hUfi„| tkt j., t„nn 

• 11 / it; 
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puis, on pronanl &'^X, on on eonclura 
t'O V — II f f(.v)clx. 

D’ailleurs, on voiiu des equalions (79) ol (Ho) do la deuxibnie Eoron, 
Ins inlegralos quo roiilbrmeid lcs form u los ( r<>) ot (1 1) soul prbeise- 
monl los valours dos airos 11 o.L U. Dono la promibro do cos forinules 
poul olro raluile a 

(l2) C=[lw, 

el'la socondo coincide avoc I’equation (1). 

Ui dbmonslralion qui precede dovoail, biro modilibo, si la section 
lineairo /(a?), lailo dans la surlaco U par un plan porpondiculairo a 1 ’axo 
dos a;, si; Iransibrmail on un syslomo do plusiours longueurs disliucles 
roprbsonlbos par /,(«), /,(;»), ... ol comprisos, la premiere 
011 Ire doux lignos dominos, la soconde culm deux aulros lignos, ok*. 
iMais alors on pourrail aisetnetil divisor In volume Von plusiours par- 
ties V, , V,, V ol la base U on parlies corrcspondanlos U,, U a , 

U,j, ..., do manibro quo los raisonnomonls ci-tlcssus employes (dissent 
sulfisants pour bLablir los equations 

V, = Iin„ V 2 ~nu a , V^IIU,, ...; 

ot, on ajoylanl cos dernioros mombro h monibre, on rolrouvorail on core 
la Ibrinulo (1). 

Supposous a p resell l quo Foil clioroho le volume V term i no par into 
0 lived oppe (|uolconque. Soil F(a?) l’airo do la soclion lailo dans lu 
volume V par 1111 plan perpendiculaire a I’axo dos x ol corrospondanl 
a Pabscisse x, el nomnions loujours 0 la portion du volume V qui so 
Irouvo si lube, par rapporl au plan ooupant, du cole dos x negalivos. 
Si Ton aLlribuca Pabscisso x un accroisscmonl in fi 11 i men l petit do?, lo 
volume 0 rcccvra un accroissemcn l analogue Ac compris on Ire. doux sec- 
lions ropreson tees, la prom lire par F (x), la sccondo par I 1 (a*) -+- A I* (x ) ; 
ol il esl clair quo, si Pon projelte sur le plan do la promibro section, 

OJittvies do C. — S. II, t. V. 
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s, ('n posanl .t X , on nbliomlra In formnlc 


/' 


1 f(.r)it.r. 




a formula (rq) suhsisU* cividemiuonl dans lo cas mbmo oil Cairo P(,e') 
la soelion fnilo dans lo volmno. V par mi plan pnrpondioitlairo a 
o dos x so oliani>o on nno somnio do plusiours alros !*',(, v), F a (,r), 

v) lorminbos par divors ooniours. Alors lo volume 1 V osl la 

ini' do pliisionrs volumes roproseiilos par los inlo^rulos 



d,r, 


i cliacuno dosquollos la loiwlion sons lo. sippio / a omislainmonl on 
valour positive on uno vatoiir ntillo, laiulis quo I’abscisso .0 vavio 

0 los limitos .r„, X. (loin pose, on aura lout a la loin, dans lo oas 

1 il s’apil, 

V --- f I', (,r) dv -|~ / F s (.v) dr 1 - ( K.i(.r ) dr -t- . . . ; 

'A‘„ *s,Y B 


on on run dura om;oro 

V.r f X l'(,v)d,r. 

* 1 ( 1 II 

irnmo, dans la formula (ip), !•'(•») roprosonlo Cairo d’lina surfaoo 

0 comprise) dans 1111 plan parallolo ii Pun dos plans eoordomibs, il 

lair quo la valour do pourra loujours biro faoilonioiil dclor- 

!o ii 1 ’aido dos prinoipos btaMis dans la douxiomo I-otpim 
ipposous, pour lixor Ins idnos, quo, .r#, X nlnnl. doux quail lilt's 
lanfos, y 0 , Y doux font 1 lions do la variahln a\ otSf,, % doux fono- 
. dos variables x, y, on dnrnando lo volumo ronlormo, d’lino pari, 

1 los doux surfaces oourbes roprdsonldos par los equations 
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ll owl bon d’observor <j u <' In fouplion/^.r, y) renfermoe sons Ip si^no 
d’inlegralion (Inns la formulo (attest precisemonl la section lineaire 
I’ailc dans Ip volume V par Ip moyon do drux plans perpend ienlairos 
atix axes dos ,-v pI dps y. Dp. plus on rp.co mini fra sans ppino quo la 
lormnlo (29) s’olond an oas memo on rolfe sod ion lineaire, ppssanf 
d'etre limilee par Ips surfaces (20) pi (21), so transformorait pn unp 
sommp do ])liisipnrs longueurs dislinoles, represeiitoos par 

Mx, y), ... 

of. comprises, la premiere nitre doux surfaces domuVs, la seconde enlre 
deux aulros surfaces, etc. 

On pourrail eneoro elablir la formulo (?<)') par dos raisnnnonuuUs 
semblables a ootix quo nous avons employes dans la Iroisieme l/'eon. 
lin cflbt, snpposons d’abnrd quo. Ips quantiles y,,, V so rrduiscnl a des 
quantiles constanles, cYsl-ii-diro inibipendantes de la variable cv. Alors 
le volume designe par V sera compris d’uno part enlre les surfaces ( 20) 
e.t (21), d’auLro part outre, les qualm plans monos perpendiculaire- 
mo.nl aux axes des ,r el y par deuxdroites parallelcs a I’axe dess, doul 
la premiere correspond ra aux eoordonneesa?,,, y„, la seconde aux cnor- 
domieesX, Y. Or, si I’on remplace la seconde. parallele par tine trni- 
sieme qui eorresponde a des coordoimees quelemiques x, y, le volume V 
so changera on un volume variable, qui sera function do x of dp y. 
Bop rosen tons ce dernier par o(a\y), et soienl dr, Ay des aeoroisso- 
ments infinimenl petits altribuos aux cnordonruies.r.y. Le volume (res 
petit dosigno par 

AjA X tp(x,j') 

sera cvidemmenl une quanlilo moyonno entre les solidilos de deux 
.parallolepipkles rectangles, l’nn inscrif, l’aulre circonscril, el par 
consequent entre deux produils de la forme, 

[/(**•) y )•+•!] A® Ay, [f(x t y) H- J] A.r Ay, 

1 , J ctanldcux quantiles infinimonl petites. On aura done 

* 

( 3 1 ) Aj A* o(x, y ) = [/(.r, y ) + i] Ay, 
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i (losignanl encore uno quantile infinimonl petite inoyenne entre I olL 
Si dans I* equation (3i) on fait converger d’abord A}' et ensuite A.r vers 
la limitc zero, on obtiemlra deux autres equations de la forme 


(.12 1 


(33. 


Oy 


— [/( x » y) 


<Fy(.r. y) 

Ox Of 


=/{*>? 


/J A.r, 


puis, on integrant la formule (33), i° par rapport ii y a partir de 
y =y 9 , 2 ° par rapport ii x a partir de x = x t) , et observanL quo la 
fonelion<p(a?,)') doit s’cvanouir, non sou lenient pour x = quel que 
soil v, mais encore pour v=j„, quel quo soil x, on Lrouvera 


(U) 


<?(•*> f) 


=/7V. O' 

J -u J u 


) dy dx. 


linlin, si dans {'equation (34) on pose x — X, y — Y, on obtiemlra 
liquation ( 29 ), qui sc lrouvera ainsi demontree pour le cas purlieu lier 
oii,)' 0> Y sc reduisent a des quantiles eonstantes. 

Concevons maintenant que l’on veuille revenir de ce cas partieulier 
au cas general. On eommencera par inlegrer la formule (3a) par rap- 
port ii la variable y entre los limiles v 0 , Y. On e lab lira ainsi I’equation 

( 33 ) A* 9 {x, Y) = Lx f | /( x, y ) + (] c ly, 

qui determine 1c volume A.*. «>(;», Y) compris d’une part entre Ies sur- 
faces ( 20 ) et ( 21 ), tl’a litre part entre qua Ire plans parallels deux ii 
deux, savoir:dcux plans pcrpendiculaircs ii I’axe des y, scparcs I’nn 
de 1 ’autre par une distance egalc ii Y —y a , et deux plans pcrpcmlieu- 
laires ii l’axe des x, deal la distance Ires petite esl representee par Lx, 
On supposera ensuite que, dans Ies equations ( 22 ) et (a3), y n , Y 
cosscntde representor ties quantiles eonstantes ctdcvionnenl fonctions 
de x-, puis on designera par e = (x) la partic du volume Y rctranchoe 
par un plan perpcndiculaire ii l’axe des x, qui correspond ii I'abscisso x, 
et situec par rapport ii co plan du cote des x negatives. Alors on prou- 
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vera sans peine quo It* volume Ai|>(.») esl uno quantile moyenne onlre 
deux nu Ires volumes somblablos ii celui quo delennino Pequalion (35 ), 
ol represents par (Ins prod ui Is do la forme 

L/{^» + 



I on J ddsignanl uno moyenne enlro los divers accrnissommls quo 
recoil l v 0 mi Y tandis quo I’on attribuo ii Pabscisse x divers accroisse- 
monts inlinimenl polilscl ron formes entre. los limites o, A&. Done le. 
rapport 


(» 7 ) 


A|0) 

A.r 


sera inlerniediairo enlro deux inlcgralos do la (brine 

/•'- 1 

( 38 ) / [f(x, y) 4 - i]dy 

‘ Jo i-i 

(>l dans eliaeuno dosquollos i, I, J sornnl dos quantites infmiment 
paliles. D’ai Hours, si Pon fail, decroilre indclinimcnt la valour nume- 
riquo do A.t, los deux integrates dout ii sagit eonvergeroiU 1 uno e.t 
I’auiro yors uno. smile limile, savoir 


(3<|) 


/ yv> /)<)'• 


• , cl i!> ( } 

Done la limile du rapport. (37), ou la fonction dcrivoe 
equivalent a Poxpression (3q); el Ion aura 


sera 


(4°) 


dty(x) 

dx 


=1 


/(*» y) c, y- 


ISn in log ran l cello, dernierc 6qualion a parlir do x — u; n , el observant 
quo <],(&*) tloil s’ovanouir avee ladiffcrcncc x~x„, on on condura 

r v r x 

( /| 1 ) / f(x,y)dydx\ 


puis; 


on 


posanl dans la formulo (40 * = on relrouvera I’equa- 
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lion (29), qui sera ainsi demon Lr£c pour le cas nioim*. oil les seconds 
mombres tics equations (22) et ( 23 ) dcvionnonl dos functions do la 
variable x. 

La formula (29) domic lieu ados reinarquos somhlablos it collt's (|iio 
nous avails deja fa it os sur la for mule, (80) do la deuxiemo Logon el stir 
la lbrmulo ( 34 ) do la troisiome. Ainsi, par oxo.mplo, si los surfaces 
eylindriques ropresontecs par les equations (22) el (a 3 ) so couponl 
suivantdoux generatrices, ol si P011 suppose quo, dans la forimilo. (2;)), 
x„, X designent prbcisenienl les abscisses dos points sillies sur los 
generatrices dont il s’agit, lo volume V sera limilb dans Urns los sons, 
011 par les surfaces courbos (20) oL (21), ou par los surfaces eylin- 
driquos (22) el (23). 11 en scrait encore do memo si los deux surfaces 
eylindriques so toucliaionl suivant les generatrices correspondanl aux 
abscisses X. Cos deux surfaces eylindriques so reduiraionl ii line 
mhiIo si los deux functions/,,, Y ropresen talent deux valours do./ tiroes 
d’uno seule equation outre/ eta?, lSnlin, danscotto. dorniore hypolliose, 
il pourrait arriver : t° quo los surfaces (20) ct (21), clan l disliuetos 
Pilin' do Paulre, so coupassont suivant line courbo. tracer sur la surface 
oylindrique ; 2 0 quo u 0 ot Z fussenl les deux valours do s tiroes il’iino 
seule equation 

t4D S{x,y,s) = o 

propro it ropresenler unc surface convcxe et fermee do Louies parts, a 
laquello la surface cylindrique so trouverait eirconscrilo. Dans lo pre- 
ntior cas, lo volume V scrait limite dans tous les sons par los sur- 
faces (20'} et (21); dans le second cas, Y dcsigneraitlo volume eompris 
dans la surface (42). 

Si I’on supposait, dans Pequalion (20), z n — o, alors lo volume V 
determine par la formule (29) scrait celui qui so trouve limite, dans lo 
sens des x, par les deux plans (24) et (20) ; dans le sons des /, par los 
surfaces eylindriques (21) et (22); enfin, dans le sens des s, par lo plan 
des x, y et par la surface 

(YD 


-=/(*, y). 
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11 nous reslc a monlrcr quelquos applications des formulas ei-dcssus 
elablios. 

Supposons d’abord qu’apros avoir (rare, dans 1’iin das plans (2/1) 
cl (20), uno ligne oil tin contour queleonquo qui ro 11 forme uno airo 
cgalo a R, on pro mo no sur los differents points do ce contour uno 
droilc <in i rosto loujours parallolo a o.Uo-mcme, sans <Mro parallolo an 
plan dos y, z. (lotto droilo ongendrora unc surface eylindriquo; el, si 
I on ooupo lo voliuno V ronferme dans cotlo surface outre los plans (24) 
et (20) par an autre, plan porpondiculairc a I’axe des a?, la section 
obtonue sera line nouvelle surface plane quo Ton pourra suporposer £1 
la surface 11 . On aura done generalomonl, dans cotlo liypollieso, 

( 44 ) V(x) = \U 

ol la formule (19) donnera 

(4a) V = B f tlx- B(X 

^<•0 

Si, pour abregor, on designe par II la distance des deux plans (2,4) 
el (20), on aura siinplement 

( 40 ) V= HU. 


Cette dernibre equation comprend un Lheoreme quo I’on pent ononcer 
eoimne il suit : 

Tjikorkmh II. — Le volume V compris dans un cylindre oblique donl 
11 represen le la base cl II la hauteur csl equivalent au produil da cette 
base el da celle hauteur. 


Cousidbrons main tenant line surface conique dont Iosommcl coin- 
cide avoo 1’origine des coordonnces. ConecYons d’ailleurs quo 1 ’on 
prenno pour base do celle surface line coiirbc, plane donl to plan soil 
porpondioulairo a l’axe des x cl coupe le demi-axe des x positives a la 
distance 1 de 1 ’origine. Enfm soicnlv), K les ooordonnecs variables do 
la courlie dont il s’agil, el 


( 47 ) 


QSitvnts ( le C , — S. U, t. V. 


/<fl,C) = o 
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Par consequent Pequalion (5a) drviond ra 

(53) v = ~mr. 

(lotto dornidre comprend nn theorome quo I’on pout dnoncer commo il 
suit : 

TmionivJiii III. — Le volume compris (Ums tin cone a base quelconquc 
esL le tiers du produil quon oblienlen mullipliant la base par la hauteur. 

Rovonons au Ironc do cone dont Pequation (5i) determine I'o volumo. 

Si Ton dbsigne par b ot 1} los bases rjni lomiinonl co (rone do cone, oL 
par It sa hauteur, on aura evideimnent 

II = N~.r„, — R~AX 2 . 

Par consequent Pequation (5i) don n ora 
(5/,) V — ~ IT (13 4W;-b\/ii/0. 

ot l’on pourra dnoncor cp thdoremo : 

Tiikoiu'.mi: IV. — Le volume V d'un ironc de. edne compris entre deux 
plans parulleles esl le tiers da produil quon oblient en mullipliant la 
hauteur par la sonurn de trois surfaces rcspectivemenl equivalenles aux 
deux bases du ironc de edne el a line, moyenne proportionnellc entre ces 
deux buses. 

II esl elair quo los theorem es I ot II s’cloudont au cas memo oil la 
eourho ( 4 7 ) so Iranslbnncrailon un sys tonic do. plusieurs lignosdroitos ‘ 
ou courlies el, par suite, au oas oil le cone quo Ton considorc soraif 
rein pi ace par uno pyramido a base queloonquo. On so trouvo ainsi 
rain mid ii dos theoremos quo l’on ddmonlro dans la geometric elemen- 
(airo. 

Conccvons encore quo, apres avoir trace dans lo plan dos x, uno 
eourho reprdsontco par l’dquation 


( 55 ) 
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APPLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. 

dll ilc'ffi’o a, ct Ton con cl ura do la formula (Gij) quc le solute ej) goad re- 
par la revolution de celle parabola proton gde a partir dc l' origin e jusqti au 
point dont x designc I'abscissc renfcrmc un volume qui esl au volume du 
cylindre cireomcril notnme 1‘ unite au nomhre 2 fl + i, Dans Ic cas parli- 
oulicr oit I’on suppose « = on sc Irouvo ramene au troisiomc oxemplc. 

Example IV. — Si la courbe (55) coincide avee la logarilhniique 
representor par l’equalion 

( 65 ) y=a\x, 

on lirera de la formulc ( 07 ), en posant x (l = o, 

(66) v—nepf (Ij?) ! t/a? — ira 2 ;r[(la') s — al.r-t-a]. 

Si l’cquation de la logarilhmiquo elait presentee sous la forme 


(67) y ~ e", 

alors on trouverait, en supposanl loujours a"„ = o, 

(68) v=itf e" dx= — j) = -^( i }' 2 — *)• 


Example V. — Si la courbe (55) coincide avee la chai nolle rep re - 
sentee par Pequation 

V A 


(69) 


r" + e " 

y =*— ■ 


on lirera de l’equalion ( 57 ), en posant x n = o, 


( 7 °) 


ir«* r*( - . 

e=— J (e“H-2 + e "}dx — 



Quclquefois on facilite revaluation des volumes <> et Y en rempla- 
canl dans les fortnulcs (56) ct (5y) la variable x par unc autre variable. 
Conccvons, pour fixer los idees, quc la courbe (55) sc retluiso a la 
cycloidc representeo par les equations (58) dc la deuxiemo Logon. 
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CALOUL ] NT lid UAL. 


f>i:t 

c(, par consequent, a la soinme 

(7<>) V-t-irMJ. 

Jl sera it a iso do reconnaitro qu’on arrivorail encore ii la menu* oonelti- 
sion si la surface U etail liinilce dans tousles sens par les emirbcs (yi>) 
(*t (76), on comprise, suit dans line seule eourhe, soil dans un contour 
(brine par un systemc de plusieurs lignes. IVaillours lo produil •>. n(> 
represonlo evidommenl la eironnforonec du eerele qui a pour rayon la 
dislanee b, et 1’axe dos x pout eotneider avee mu' droile qiielennquo 
Iracee arbitrairomonl dans lo plan de la surfaen I), mais en dehors de 
eette surface. On pourra done btioncor la propos'd inn suivarde : 

TiiKonftMK V. — Si V on fail lo timer une surface, plane : 1" ttulour d'un 
axe situe clans le plan de celle surface, mais cgti nc la traverse pas; 
2° aulaur d’un axe. parallele, plus dloignd de la surface dent il s' apt t. et 
situe d la distance b du premier, les raleurs des so/idcs entendres par la 
revolution de la surface autottr du second et’du premier axe donneront 
pour difference un volume, dgal an produil do celle mime. surface par la 
circonfercnce du cercle clont le rayon coincide ctvec la distance vnlrc les 
deux axes. 

Ounce. vo ns maintcnanl quo la surface plane II suit divisible on deux 
parties symetriques par une droito nioneo parallelcmenl a Paxc des x 
el a la distance b do cot axe. Dans co cas, les equations (7.1) el (7(1) 
so presenteront sons les formes 

(80) y = b~~ r{.r), 

(81) y—b-\r f(.r), 

el la formula (77) donnora 

y=n f j[* -H f(^)l J — r ^ — f(-i')] a I d.v, 

011, co qui rcvienl an memo, 

(82) V = l\T:br ((x)ilj", 


OEuvrcs de 6\ — S. IF, l, V. 
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droite de maiudrc q nolle passe successive/) lent par fes d ij/'c reals points de. 
re contour, el forme toujoursun angle droit aver V axe quel’ on considere, 
le volume V du solule compris outre lit surface courhe engendrde par la 
droite el les deux plans donnes sera le produit de sa hauteur pur hi denti- 
somnie des surfaces planes t/tti lid sc/vent de base. 

Demonstration . — Pinions 1’axe donnb pour axo des .r, el soil b In 
distance des deux plans parallMc'S'h col axe. Sr I ’on coupe le volume V 
par tin plan pcrpendiculaircaii mbinoaxe oLonm'spniujanlii I’ahseisse.r, 
la section F(^) qui on rdsullora sera ('‘vtdonimotU un trapeze dans lequol 
les coirs parallels sc red u iron l aux sod, ions lineuires faites par In |ifitn 
roupanl dans Ins deux liases du voluinn V. Done, si I’on dcsigno 
par j\x) nl par f(.r) Ins deux sndions lineaires dniil il s’agil, mi aura 

P(.r) = £|/(.r) -I- l'(.J') | , 

<’( la formula (if)) domiora 

I A -r)dv-i-f f(.v)dc 

(86) V b ^2 — 1 * 

Or Poqualion (80) Jo limit immorlialomoiU In theoreme VJJ. 

Pour monl.ror urn* application do la formula (ap), supposons qur 
Ton domando lo volume V re n form 6 outre le plan dos une surface 
eyliudrique donl la gencralrien soil paraUdlo h I’axe di>s s, ol In sur- 
face du paraboloids hyperboliquo quo represent! 1 la fonnule (8(5) de 
la qualorziemo Lec;on du Tome I, savoir 

( 87 ) a:p — cz. 

On trouvera dans co cas 

A‘ r > y)~~ x y> 


ol par consequent la formula (**9) donnera 


(88) 


if J -vyA'di--- ~~f [Y 1 — A) v dr 

‘•’o >0 


V 
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tifosj',,, Y ii ilos quantiles conslantos, ol 1’on Irouverait 


5 17 


( 93 ) 


V = _ (X2 „,.) (Y , 




ou, co qui rovionl an memo, 


(9<i) 


V = (X-*»)(Y-j',) 


■ |i »jo+ + y.)'n •+• x v 

(\r 


D’aillours lo produil (X -- cc 0 )(Y — j n ) ropresenlo ovidommonl, dans 
lo cas quo nous considerons ici, la surface du rectangle qui sort do base 
au volume Y. Do plus, si 1 ’on pose 


( 95 ) 


IT’ 




a,, s a , s a , d tis ignore ill evidommenl los qualro ordonmVs du parabo- 
loid o livporboliqiie correspondent aux qualro soinmcls do co rectangle, 
ol 1’dquaLion (q/|) donnera 

((f)) V~(\ — <r 0 )(* —y o) y 

Ajoutons quo., pour conslruiro lo paraboloi'do hyporboliquo, il an (lira 
(voir la quaLorzicme Logon du Tonic I) do tracer lo qiiadrjlalero gauche 
dont Jos sonnnots coincident avoc los ox trend (os <ios ordnnndos s,, s a , 
s 1f ot do fairc mouvoir sur deux coles opposes do co quadrilali'rc 
lino dvoilo qui rcslc conslammonl comprise dans un plan parallofo aux 
deux aulres coles. Cola pose, on deduira do la fonmile (96) la proposi- 
tion suivanle : 

TniioRiiiiF. YIII. — Si, apres avoir trace sur les qualm faces ktlcrak's 
d’un prisme droil a base reclangulaire un quadrilalcre gauche, on fail 
mouvoir une clroile sur deux cdles opposes de ce quadrilalere, de manure, 
quelle resle constammenl parattdle aux plans des faces qui ren ferment 
les deux aulres cotes, le volume compris nnlre la surface engendree par 
celle clroile el le rectangle qui sort de base eta prisme sera le prod nil du 
rectangle dont il s' agio par le quart de la somme. des quctlre longueurs 
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pnrtos a trois axes reolangulaires tics .v, y, z, ot I’axo ties x pcrjicndi- 
mlaiiT aux plans paralleles dont nous venous do parlor. Si l’on 
nomme F(.r) et ?*{x) les sections lailcs dans les deux volumes par un 
do cos plans, savoir, par eelui qui correspond a 1’abscisse x, on aura, 
par hypotheses 

(0 s ) £ T(.r) = cF(.»), 


r dcsignant un rapport constant. Soiont d’aillenrs et X les 1 i mi It's 
outre losquellcs 1 ’abscissa x doit, raster comprise pour quo 1c plan cor- 
respondanl a cetto abscissa etperpondiculairc a l’axe. dos x rencontre 
les deux volumes. En vertu dc la formule (19), le premier volume sera 
evidomnieiU mesure par l’inLegrale 



tandis quo le second volume sera mesure par I’inlograle 



dx> 


Or on tire do I’oquation (98) 


(99) 



dx — c 



clx, 


ol i! cst clair que cctte dor ni ere formule comprcnd le theoreme enoneo. 

Corollaircl, — Deux volumes sont equivalents Iorsqu’un plan mo- 
bile, constammcnt paralitica un plan donne, coupe cos deux volumes 
suivant des sections qui rcstent toujours egaJcs entre olios. 

Corollaire 1 1 . — Supposons quo 1 ’on designe par a, b, c trois constantes 
positives, et comparons entre cux les volumes ronformos entre deux 
plans perpendiculairos a 1’axe des x : i° dans la sphbre representee par 
l’equalion 


(mo) 


+ y s -f- 
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CALCUL INTEGRAL. 
2 0 dans I'cllipsoidc represents par liquation 



On rcconnailra faeilcmontquo Ins sections lakes dans cos deux volumes 
par un memo plan perpend iculaire a Paxe dos x ct correspondant a 
I’abscissc x sc red ui sent, la premiere a un cercle qui a pour rayon In 
radical 

(a'-- os' 1 )* 

ct pour surface. Ie produit 

(102) 7 r(« 2 — x*) t 

la secondo ii unc ellipse qui a pour demi-axos les quantiles 

b ~ c 4 - 

--(«* — a?*) 1 , 
a v / a 

cl pour surface In produit 

(ro3) 2^ {«•-«•). 

Or, comine les expressions (io 3 ) et (102) sent outre olios dans In 
rapport do ^ a I’unile, on conclura du llieornmc X quo les volumes 
compris dans I'cllipsoidc et dans la sphere on Ire deux plans qucl- 
conques perpend iculaircs a l’axe des x conservent enlre eux In memo 
rapport. Done, si l’on nomine p Ie segment compris dans I'cllipsoidc 
entre Ie plan des y, s ct un plan parallele correspondant ii 1 ’abaci sae x, 
on trouvera, en ayant dgard a la formulc (09), 



Si lahautcur x du segment dovient egalc an demi-axc a, le volume p 
sc reduira simplcmcnt au produit | it abc, et 1c double dc ec produit, 
ou la quantile 

(io 5 ) ~nal>c, 

representera lo volume on tier dc l’cllipsoidc. 

Ohnvres de C. — S. II, t. V, 66 
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les divorces valours reel les do s quo fournit I’cquation (108) pour uno 
absoisso donnee, cellos quo fournira pour la memo aliscissc l’equa- 
lion (Top) seront ovidoinmcnl, 

(ell) C-^o, C-oj , C Zjp .... 


Si d’ailleurs on suppose les quantities (i 10) ran gees par ordre do gran- 
deur, la longueur Lolal('/(a>, y), compteo dans I’inloriour do la sur- 
face (108) sur une nrdonnee parallole it l’axe des s, sera evidennncnl 

(112) /(.&'>')') — 5 i — 5 o+ = i— + - • • • , 

An conlraire, la sonune ((x, y) des longueurs inleree.plees sur la 
memo ordonnee par la surface (109) so deduira de la formule 

( 1 1 ^ ) | ( . y ) ■ c Cj — c ~t~ c 33 c -t- , . . ■ — 3 ,, - 33 1 -1— . . .). 

On aura done 


( lo6 ) )'(.?•, )■) — <• f(.v, y); 

el. l*on eouelura du the ore me XI quo les volumes ronferincs dans les 
surfaces ( 1 o(>) ct (1 07) soul outre eux dans le rapport do i ii a. 


Caroliaire II. — din raisonnant coniine 011 vient de le lain 1 , mais 
echangoanl outre elles les coordonnecs x, y, s, on prnnverait quo les 
volumes re n formes dans la surface (108) et dans celle qui a pour 
equation 


(n 4 ) 

Oil 

(n5) 



= 0, 


= o, 


a, b designanl deux constantes positives, sonl entre eux dans lo rapport 
de 1 ii «, 011 do 1 ii b. 

Corollaire III. — ■ Si Ton compare succcssivement l’lin ii 1 ’all tre les 
volumes rotifer m os dans les quatre surfaces rep rose n tees par les 
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(•qua lions 



(. 08 ) 

^(.r, y,s) 

- - 

<n4 ) 

Kz’*’) 

:o, 

(nO) 

r ■) 

- <>> 

("7) 

*ChH) 



nil eonolurn tin eorollaire prdoddenl quo Ins rappmis tin sceond volume 
mi premier, (In Iroisiomo im snnond el tin qualrienie mi (roisii'mie 
sonl, mi'Kimis par Ins nomhres a, b, r. Done. In rapport du <|ti£i I ri«*'iiii > 
volume an premier aura pour iiiesure In. prod u i I. ab<\ On pen! dour 
nnoiieer la proposition suivanle : 

Tiii;oiu';mh XII. — Pour determiner le volume co/npris dons tine surf arc 
rourbe. f crime do tonics parts cl repidsentde par u/ic equation dr la forme 


("7) 



*>» 


dans laquelle. a, b, c design ent trois constitutes positives, il soffit d' dea- 
lt ter le. volume compris dam la surface courhe dual 1' equal ion serai/ 

(108) 3 )-« 


el do multiplier e.c volume, par la prnduil des l mis const antes a, b, e. 

Gortd/aire J. — Si la surface {i 17 ) se rod nil a eelle de IVIlip- 
so'ide. (101), l’dqualion (108) doviendrn 

(118) , v 2 | - y * -1- a 2 - : 1 


el. reprdseiilera tine sphere qui aura pour rayon I’unile. Or, le volume 
eoinpris dans cello sphere elanl ef»ul a fj-rc, on ennelimi (In llu’o- 
reme XII i[ue le. volume de, I’ellipsoi'de a pour iiiesure le prod nil 

| nabc, 


( too ) 

ce ’que l’on savail dejii. 
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o 26 

Corollaire IL — Si, dans Pcquation (117), on suppose c — b = a, 
cello equation, reduile a la forme 



rep re so 11 to ra l’onvoloppo d’un solicits semblable a celui quo term in e la 
surface ( 1 08) , el les dimensions du second soliclc seront a cellos clu 
premier comma le nombre a ost a lTinitc. Cola pose, il rosulto evidem- 
mcnl du thenremo XII ([lie les volumes compris clam deux solides sem- 
blables soul entre eux comine les cubes de leurs dimensions res pectives. 

TiiEonfiJiE XIII. — Le rapporl enlre deux volumes est loujours une 
quantile, moyenne entre les diverses valeurs que pent acquerir le rapporl 
des sections fakes dans ces deux volumes par un plan mobile qui demeure 
conslammenl paralldle a un plan domic. 

Demonstration. — Supposons los di He rents points do Pcspaoo rap- 
portes a Irois axes reclangnlaires dostr, r, s, dont les deux derniers 
soient compris dans le plan donne, Nominons F(a?) el 3 (os) les sections 
f’aites dans les deux volumes par le plan mobile, et eorrospondant a 
I’abscisse x. Rnfin soient x g , X los limitcs ontre lesquolles 1 ’abscisse x 
doit domeuror comprise pour quo le plan mobile rencontre les deux 
volumes ou an moins Pun d'entre cux. Si, pour cheque valour do a> 
renfermeo entre les valours extremes x 0 , X, le plan mobile rencontre 
loujours les deux volumes, ceux-ci so Irouvcront mesures par les in- 
tegralcs 



D’aillcurs, si, dans PequaLion (i 3 ) tic la vingt-troisiemc Logon du Calcul 
infinitesimal , on remplace les fonclions f(x), ’/fx) ettp(a?) par 3 (x), 


V(x) el 



(120) 


on en tirera 
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£ designed!. tine valf mu* dr tv comprise outre les limites .v„, X. Or la 
fraction 

V(Z) 

r 

csl, cvidcmiiicnt I ii nc. des valours ((tie peiil, aequbrir le rapport 

des sections liiiles dans les iIoiin: volumes, In ml i s (jne .v vane tle- 
|mis m :.r„ jiisqu’a x ?--- X , el par eimsetpionl line quantile emnprise 
nitre la phis petite el. la plus grande de ees valeurs. Dune la Ibr- 
miile (run) enlraiiic, dans I'bypolbese adinise, le llirnrcmc Mil. 

Si, pour eerlaines valeurs de I'abscisse ;r, le plan mobile no renrnn- 
l rail plus <|iie I’tin des deux volumes proposes, on pmirruil encore 
demonlrer eoninie on vienl de le lit ire le Iheoreinii XIII; seulemenl il 
landrail, nlors eonsidere.r e.liaeune des sections l‘'(,r), rf(x) eoninie 
prenaul line valeur untie loules les Ibis quo la surfneo eorrespomlanle 
eesserail. d'etre eouper par le plan mobile. 

Si an tbeoreuie <|tie nous venous d’elablir on joint le Ihnorenie 111 
de la deuxieme Loeon, on deduira inunrdinlomrnl line proposition 
nouvelle donl. voiei I’rnonee : 

TiiKOui'.MK XIV. ••• Le rapport cut tv les volumes renfermes dans deux 
enveloppes distinetes csl ana (giant ite. maytmne cat tv les di verses valeurs 
f/ne peal aequerir le. rapport des longueurs interceptors par cos deux cave- 
toppes stir tine, droite mobile, tpd demount const amment para Hole d utt 
a. ve. don no.. 

Si, dans IViqualinn (lan), on pose ■ = i, on trouvrra 



i't, par suite, 

(mi) ( A V{.v)ilc - (X~.r # ) ]•’<$). 
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Or la longueur X — x 0 represent eyidcmmenl la projection lineaire du 
volume (19) sur luxe dcs x, (aitilis quoF(S) ropresontc uno quantile 
moyenne outre los sections faites dans co volume par des plans perpon- 
diculaires ati memo axe. Cola pose, coniine on pout prendre pour axe 
des x un axe queleonque, il cst clair quo la formule (t 2 t) entraine la 
proposition suivanto ; 

TiiK.oni-.Mi'. XV. — Le rapport entre un volume el sa projection sur un 
axe quelco/ique esl une quantile moyenne entre. les aires des dijferenles 
sections faites dans ce volume par des plans perpendiculaires d l’ axe. 

Si l’on projetle lc volume V determine par l’cqualion (19) ou (29) 
mm plus sur un axe, mais sur un plan, on obliendra, au lieu du theo- 
retne XV, la proposition suivanto : 

Tm'.muoin XVI. — Lc rapport entre un volume el sa projection sur un 
plan queleonque cst une moyenne entre les diverses valours que peat 
acqtierir la somme des longueurs inlerceptees par I’enveloppe de ce vo- 
lume sur une secanle mobile qui demeure conslanimcnl perpendiculaire 
au plan do /me. 

Demonstration . — Pour domoutrer ccltc proposition il suffil d’ap- 
pliquor ii la Ibrinulo (29) les raisounomonts quo nous avons appliques, 
dans la page 471 do la troisiemc Logon, a la formule ( 34 ) el a I’aide 
desquels nous avons etaldi lc theoreme II de la page 472. 
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